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Abstract：

It is known that the set of all redexes for a left-linear term rewriting system is recognizable by 

a tree automaton, which means that we can construct a tree automaton that accepts redexes. This 

paper extends this result to Nipkow's higher-order rewrite systems, in which every left-hand side 

is a linear fully-extended pattern. Needed redexes whose reduction yield is a normalizing strategy 

are not decidable in higher-order rewrite systems as well as in term rewriting. We present a 

construction of tree automata that recognize the instances of linear higher-order patterns. We give 

a construction of ground tree tranducers that recognize rewrite relation of a higher-order rewrite 

system whose rules are linear. From these results, we show that the strong sequential strategy and 

the NV-sequential strategy of higher order rewrite systems are decidable.

１　はじめに

関数型プログラムでは評価の順番によっては解が得られたり無限に評価し続けたりするため，解

が存在するなら必ずそれを求められる正規化戦略の発見が望まれる。これまでに，遅延評価など評

価戦略が研究されて来ているものの，まだ不十分である。一方で，項書換え系については正規化戦

略の研究が進んでいる[7][9]。頭必須書換え系は項の先頭部分がこれ以上書き換えることができな

い頭正規形を求める書換え戦略であり，Durand とMiddeldorp はこれが決定可能であることを示し
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た[6]。しかしながら，項書換え系では関数をデータとして扱う高階の概念が扱えないため，これ

らの結果を関数型プログラムに適用できない。そこで，項書換え系での正規化戦略の結果を，高階

の概念を導入した高階書換え系に拡張したい。

我々は，Nipkow の高階書換え系[10] において頭必須書換え戦略が正規化戦略であることを示し

た[8]。Middeldorp らの項書換え系における頭必須性の決定性の結果を高階書換え系に拡張するた

めには，高階パターンの具体項を受理する木オートマトンが必要である。これまでに，文献[2] で

□-木オートマトンを利用してλ項のマッチング問題が決定可能であることは判明している。しか

しながら，これに用いられている手法では，パターンとその具体項の候補から□-木オートマトン

を構成しているため，残念ながら我々の目的には利用できない。また，□-木オートマトンでは四

階までの問題しか扱えない一方で，一階の方法を通常のλ項の表現を用いて拡張することによりパ

ターンの具体項を受理する木オートマトンを構成することは困難である。なぜなら，パターンに出

現する束縛変数を区別する必要があるが，α等価性のために状態数を有限に抑えられないからであ

る。

そこで本論文では，de Bruijn 記法[5] を用い，高階パターンを一階の項で表現するとともに，与

えられたパターンの具体項の集合，ならびに，Nipkow の高階項書換え系により書換え可能な項の

集合が，それぞれ木オートマトンにより認識可能であることを示す。さらに，高階書換えの近似を

用いて正規化戦略の決定可能性の十分条件を与える。

2　高階書換え系

Sを基本型の集合とするとき，関数を表す記号→とSから定められる型の集合T sは次を満たす最小

の集合である。

型αを持つ型付き変数の集合をXα，型αを持つ型付き関数記号の集合をFαで表す。また，型付き

変数全体の集合をX =∪α∈Ts Xα, 型付き関数記号全体の集合をF =∪α∈Ts Fαとする。単純型λ項は以

下の推論規則により定義される。

t :αが推論されるとき，tを型αを持つ単純型λ項といい，その全ての集合をTαで表し，∪α∈Ts Tαを

Tで表す。単純型λ項を高階項，λ項もしくは単に項という。通常と同様に自由変数と束縛変数の

概念を用い，項t中のすべての束縛変数の集合をBV (t)，自由変数の集合をFV (t) と書く。また，FV 

(t)∪BV (t)をVar(t)で表す。自由変数を含まない高階項を基礎項と呼ぶ。項tの束縛変数の名前替えに

よって項sが得られるとき，s とt は同値であると言い，s≡t と書く。以下では，基本的にX, Y, Z を

自由変数として，x， y, z を束縛変数として用いる。また，→x を用いて，x1x2…xm (m≥0)を表す。

変数をそれと同一の型の高階項に移す写像σ: X｜→T は，その定義域Dom(σ) =｛X｜X ≠σ(X )｝が

有限であるとき代入という。また，Dom(σ) =｛X1，…, Xn｝，σ(Xi) = ti とするとき， σを｛X1｜→t1，…, Xn

｜→tn｝とも書く。Wを変数の集合とするとき，σの定義域をWに制限して得られる代入をσ｜wにより

表し，Wの補集合に制限して得られる代入をσ｜wにより表す。すなわち，σ｜w = ｛X｜→σ(X )｜X∈

る手法では，パターンとその具体項の候補から �-木オートマトンを構成しているため，残念ながら我々の
目的には利用できない．また，�-木オートマトンでは四階までの問題しか扱えない一方で，一階の方法を
通常の λ項の表現を用いて拡張することによりパターンの具体項を受理する木オートマトンを構成するこ
とは困難である．なぜなら，パターンに出現する束縛変数を区別する必要があるが，α等価性のために状態
数を有限に抑えられないからである．
そこで本論文では，de Bruijn記法 [5]を用い，高階パターンを一階の項で表現するとともに，与えられ

たパターンの具体項の集合，ならびに，Nipkowの高階項書換え系により書換え可能な項の集合が，それぞ
れ木オートマトンにより認識可能であることを示す．さらに，高階書換えの近似を用いて正規化戦略の決定
可能性の十分条件を与える．

2 高階書換え系
Sを基本型の集合とするとき，関数を表す記号→と Sから定められる型の集合 τsは次を満たす最小の
集合である．

τs ⊇ S
τs ⊇ {α→ α�|α, α� ∈ τs}

型 αを持つ型付き変数の集合を Xα，型 αを持つ型付き関数記号の集合を Fαで表す．また，型付き変数全
体の集合を X =

∪
α∈τs

Xα, 型付き関数記号全体の集合を F =
∪

α∈τs
Fαとする．単純型 λ項は以下の推論

規則により定義される．
x ∈ Xα

x : α
f ∈ Fα

f : α
s : α→ α� t : α

(st) : α�
x : α s : α�

(λx.s) : α→ α�

t : αが推論されるとき，tを型 αを持つ単純型 λ項といい，その全ての集合を Tαで表し，
∪

α∈τs
Tαを T

で表す．単純型 λ項を高階項，λ項もしくは単に項という．通常と同様に自由変数と束縛変数の概念を用
い，項 t中のすべての束縛変数の集合を BV (t)，自由変数の集合を FV (t)と書く．また，FV (t) ∪ BV (t)
を V ar(t)で表す．自由変数を含まない高階項を基礎項と呼ぶ．項 tの束縛変数の名前替えによって項 sが
得られるとき，sと tは同値であると言い，s ≡ tと書く．以下では，基本的に X,Y, Zを自由変数として，
x, y, zを束縛変数として用いる．また，�xを用いて，x1x2 · · ·xm (m ≥ 0)を表す．
変数をそれと同一の型の高階項に移す写像 σ : X �→ T は，その定義域Dom(σ) = {X|X �= σ(X)}が有限

であるとき代入という．また，Dom(σ) = {X1, . . . , Xn}，σ(Xi) = tiとするとき，σを {X1 �→ t1, . . . , Xn �→
tn}とも書く．W を変数の集合とするとき，σの定義域をWに制限して得られる代入を σ|W により表し，W
の補集合に制限して得られる代入を σ|W により表す．すなわち，σ|W = {X �→ σ(X) | X ∈ (W ∩Dom(σ))}，
σ|W = {X �→ σ(X) | X ∈ (Dom(σ) −W )}，である．また，FV (σ) =

∪
X∈Dom(σ) FV (Xσ)と定義する．

代入は，以下のように高階項から高階項への写像 σ�に自然に拡張される．

1. X ∈ X のとき，σ�(X) ≡ σ(X)

2. f ∈ F のとき，σ�(f) ≡ f

3. t = (t1t2)のとき，σ�((t1t2)) ≡ (σ�(t1)σ�(t2))

4. t ≡ λx.t1かつ x �∈ FV (σ)のとき，σ�(λx.t1) ≡ λx.σ�|{x}(t1)

以下では σ�と σを同一視し，σ�(t)を tσと書く．
β簡約は，((λx.s)t)を s{x �→ t}に置き換える操作である．また，sが型 α→ α�の項，x �∈ V ar(s) を型

αの変数とするとき，η 拡大は sを λx.(sx)に置き換える操作である．β 簡約できない高階項を β 正規形，
η拡大できない高階項を η拡大形という．また，β 簡約，η拡大のどちらもできない高階項を βη拡大正規
形といい，これを正規化項と呼ぶ．tの正規化項を t ↓と書く．どの高階項も唯一の正規化項を持ち，η拡大
形の集合は β 簡約について閉じていることが知られている．どの正規化項 tも λx1 · · ·xm.(· · · (at1) · · · tn)
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(W∩Dom(σ))｝，σ｜wσ= ｛X｜→σ(X )｜X∈(Dom(σ)－W)｝，である。また，FV(σ)=∪X∈Dom(σ) FV(Xσ)と定

義する。代入は，以下のように高階項から高階項への写像σ́に自然に拡張される。

以下ではσ́とσを同一視し，σ́(t)をtσと書く。

β簡約は，((λx:s)t)をs｛ x｜→t ｝に置き換える操作である。また，sが型α→άの項，x∈⁄ Var(s) を

型の変数とするとき，η拡大はsをλx.(sx) に置き換える操作である。β簡約できない高階項をβ正規

形，η拡大できない高階項をη拡大形という。また，β簡約，η拡大のどちらもできない高階項をβη

拡大正規形といい，これを正規化項と呼ぶ。tの正規化項をt↓と書く。どの高階項も唯一の正規化項

を持ち，η拡大形の集合はβ簡約について閉じていることが知られている。どの正規化項tもλx1…

xm.(…(at1)…tn)の形式( m, n ≥0, a∈F∪V )で表すことができる。以下では，この正規化項をλx1…

xm.a(t1，…, tn) と書くことにする。このとき，top(t) = aと定義する。なお，a(t1，…, tn) は基本型であ

る。

λx1…xm.a(t1，…, tn) の形式の表現に基づいて正規化項の位置を定義する。次章以降での取り扱い

を簡単にするため，λxの部分には位置を割り振らない。正規化項の位置は自然数の列であり，t = 

λ→x.a(t1，…, tn)の位置の集合はPos(t) = ｛ε｝∪｛i・p｜1 ≤ i ≤ n, p∈ Pos(ti)｝で定められる。位置p, q, 

r について，pq = rのときp ≤ rと書く。特にq≠ε，すなわちp≠r のときp < rと書く。tの位置pの部

分項t｜pを次のように定める。

t｜pが項tの自由変数である位置p∈Pos(t)の集合をPosX(ti) で表す。また，tの部分項t｜pを同一の基本

型の項uで置き換えて得られる項t[u]p を次のように定める。

正規化項s の位置p∈ Pos(s)で束縛される変数の集合BVp(s)を以下のように定義する。

tをそのη正規形が変数ではない正規化項とする。tの任意の部分項F(u1，…, un)(F∈FV(t)) について

u1↓η，…, un↓ηがそれぞれ異なる束縛変数のときtをパターンという。αを基本型，l :αをパターン，

r :αを正規化項でFV (l)⊆FV (r)を満たすとき，l▷r : αを型αの高階書換え規則と呼ぶ。高階書換

え規則の集合を高階書換え系という。

Rを高階書換え系，l▷r∈R, θを代入とするとき，lθ↓をリデックスと呼ぶ。書換え規則l▷r∈

R，代入σ，位置pについて，s≡s[lσ↓]p, t≡s[rσ↓]p のとき，sはtへ簡約されるといい，s→Rtもしく

は単にs→tと書く。また，p =εのときs→ε t，p >εのときs→>εt と書く。なお，書換え規則は基本型

であるので，sと項tは正規化項である。
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2

の形式 ( m,n ≥ 0, a ∈ F ∪ V )で表すことができる．以下では，この正規化項を λx1 · · ·xm.a(t1, . . . , tn)と
書くことにする．このとき，top(t) = aと定義する．なお，a(t1, . . . , tn)は基本型である．
λx1 · · ·xm.a(t1, . . . , tn)の形式の表現に基づいて正規化項の位置を定義する．次章以降での取り扱いを簡単

にするため，λxの部分には位置を割り振らない．正規化項の位置は自然数の列であり，t = λ�x. a(t1, . . . , tn)
の位置の集合は Pos(t) = {ε} ∪ {i · p | 1 ≤ i ≤ n, p ∈ Pos(ti)}で定められる．位置 p, q, rについて，pq = r
のとき p ≤ rと書く．特に q �= ε，すなわち p �= rのとき p < rと書く．tの位置 pの部分項 t|pを次のよう
に定める．

(λ�x.a(t1, . . . , tn))|p ≡

{
a(t1, . . . , tn) · · · p = εのとき
ti|q · · · p = iqのとき

t|pが項 tの自由変数である位置 p ∈ Pos(t)の集合を PosX (t)で表す．また，tの部分項 t|pを同一の基本
型の項 uで置き換えて得られる項 t[u]pを次のように定める．

(λ�x.a(t1, . . . , tn))[u]p ≡

{
λ�x.u · · · p = εのとき
λ�x.a(. . . , ti[u]q, . . .) · · · p = iqのとき

正規化項 sの位置 p ∈ Pos(s)で束縛される変数の集合 BVp(s)を以下のように定義する．

BVp(λx1 · · ·xm.a(t1, . . . , tn)) =

{
∅ · · · p = εのとき
{x1, . . . , xm} ∪

∪
i(BVq(ti)) · · · p = iqのとき

tをその η正規形が変数ではない正規化項とする．tの任意の部分項 F (u1, . . . , un) (F ∈ FV (t))につい
て u1 ↓η, . . . , un ↓ηがそれぞれ異なる束縛変数のとき tをパターンという．αを基本型，l : αをパターン，
r : αを正規化項で FV (l) ⊆ FV (r)を満たすとき，l � r : α を型 αの高階書換え規則と呼ぶ．高階書換え
規則の集合を高階書換え系という．
Rを高階書換え系，l� r ∈ R, θを代入とするとき，lθ ↓をリデックスと呼ぶ．書換え規則 l� r ∈ R，代
入 σ，位置 pについて，s ≡ s[lσ ↓]p, t ≡ s[rσ ↓]pのとき，sは tへ簡約されるといい，s→R tもしくは単
に s → tと書く．また，p = εのとき s ε→ t，p > εのとき s >ε→ tと書く．なお，書換え規則は基本型であ
るので，sと項 tは正規化項である．
→の反射推移閉包を→∗と書く．tから始まる無限系列 t ≡ t0 → t1 → · · ·が存在するとき，tは無限簡
約列を持つという．無限簡約列を持つ項が存在しないとき，→は停止性を持つという．→Rが停止性を持
つとき，高階書換え系 Rは停止性を持つという．書換え系列に名前 Aをつけて A : t0 → t1 → · · · → tn と
書くことができる．
l → rと l� → r� を書換え規則とする．このとき，代入 σ, σ�，位置 p ∈ PosX (l�)が存在して，lσ ↓=

l�|p(σ�|BVp(l�)
) ↓を満たす (ただし，書換え規則が同一のときには，p �= εとする)とき，これらの書換え規

則は重なるという．高階書き換え系 Rに重なる規則を持つとき，Rは重なりを持つという．重なりを持た
ない高階書き換え系は，どの規則も左線形であるとき，直交するという．

3 de Bruijn記法
λ項は，α等価性により複数の表現が存在するため扱いづらい．そこで，文献 [1]における高階書換え系

の表現と同様に束縛変数の置き換えによって等しくなる項の表現を唯一に定める de Bruijn記法 [5]を使用
して，これを一階項 T (F ∪N ∪ {λ,@})として表し，db項と呼ぶ．この記法では λ項の自由変数と束縛変
数を数字で表し，数字 nはその変数が n個外側の λで束縛されることを，または，その変数に対応する λ
が存在しないときには自由変数を表す．なお，arity(@) = 2, arity(λ) = 1であり，@と λ以外のすべての
関数記号 F ∪N のアリティは 0である．以下では λ項を P,M,N を使って表し，db項を p, s, tを使って
表す．

3
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→の反射推移閉包を→*と書く。tから始まる無限系列t≡t0 → t1 →…が存在するとき，tは無限簡

約列を持つという。無限簡約列を持つ項が存在しないとき，→は停止性を持つという。→Rが停止

性を持つとき，高階書換え系Rは停止性を持つという。書換え系列に名前AをつけてA : t0 → t1 → 

…→ tn と書くことができる。

l → r とĺ  → ŕ を書換え規則とする。このとき，代入 σ，σ́ ，位置p∈PosX (ĺ )が存在して，lσ↓

=ĺ｜p (σ́｜BVp(ĺ ))↓を満たす（ただし，書換え規則が同一のときには，p≠εとする）とき，これらの書換

え規則は重なるという。高階書き換え系Rに重なる規則を持つとき，Rは重なりを持つという。重

なりを持たない高階書き換え系は，どの規則も左線形であるとき，直交するという。

3　de Bruijn 記法

λ項は， 等価性により複数の表現が存在するため扱いづらい。そこで，文献[1] における高階書

換え系の表現と同様に束縛変数の置き換えによって等しくなる項の表現を唯一に定めるde Bruijn 

記法[5] を使用して，これを一階項T (F ∪ N ∪｛λ, @}) として表し，db 項と呼ぶ。この記法では 

λ項の自由変数と束縛変数を数字で表し，数字nはその変数がn個外側のλで束縛されることを，ま

たは，その変数に対応するが存在しないときには自由変数を表す。なお，arity(@) = 2, arity(λ) = 

1 であり，@ とλ以外のすべての関数記号F ∪ N のアリティは0 である。以下ではλ項をP, M, N 

を使って表し，db 項をp, s, t を使って表す。

定義1 （db 項） Mをλ項とする。Mを表すdb項は(φ(M))[[x1｜→1]]…[[xn｜→n]]として与えられる。ここ

でx1，…, xn はMの自由変数である。

ここで[[ ]] はde Bruijn 記法のための次のような変数の置き換えを表している。

次の例のようにλ項はdb 項に変換される。

ここでλx.f (yx)x の自由変数yはdb 項への変換で自由変数1 が割り当てられている。yはλxの内側

に出現するため，得られたdb 項λ(@(@( f, @(2, 1)), 1))では2 として出現している。

定義2 （db 項の代入） db 項s の自由変数n1, n2, …それぞれにdb 項t1, t2, …を代入するsσを次のよう

に定義する[1]。ここで 　　　　　　　　　　　　とする。

定義 1 (db項) M を λ項とする．M を表す db項は (φ(M))[[x1 �→ 1]] · · · [[xn �→ n]] として与えられる．こ
こで x1, . . . , xnはM の自由変数である．

φ(x) ≡ x

φ(MN) ≡ @(φ(M), φ(N))
φ(λx.M) ≡ λ(φ(M)[[x �→ 1]])

ここで [[ ]]は de Bruijn記法のための次のような変数の置き換えを表している．

x[[y �→ n]] ≡

{
n x = y のとき
x それ以外

m[[y �→ n]] ≡ m

(@(s, t))[[y �→ n]] ≡ @(s[[y �→ n]], t[[y �→ n]])
(λ.(s))[[y �→ n]] ≡ λ(s[[y �→ n+ 1]]) �

次の例のように λ項は db項に変換される．

φ(λxy.xy) ≡ λ(λ(@(2, 1)))
(φ(λx.f(yx)x))[[y �→ 1]] ≡ λ(@(@(f,@(2, 1)), 1))

ここで λx.f(yx)xの自由変数 yは db項への変換で自由変数 1が割り当てられている．yは λxの内側に出
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0 (t2), . . .}}とし，Un
i ( )は以下で定義されるアップデート関数

である．
Un

i (@(s1, s2)) ≡ @(Un
i (s1),Un

i (s2))
Un

i (λ(s1)) ≡ λ(Un
i+1(s1))

Un
i (m) ≡
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m+ n m > i のとき
m m ≤ i のとき
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db項の代入は次の性質を持つ．

補題 1 s ≡ @(· · ·@(l, n1), · · · , nm)かつ l > max{n1, . . . , nm}であるとする．このとき，任意の db項 tに
対して t ≡ s{{l �→ s�}} ↓かつ n1から nmのいずれも自由変数に持たない db項 s�が存在する．

証明 t� ≡ t{{n1 �→ 1, . . . , nm �→ m}}とし，s� ≡ λ(· · ·λ(t�) · · ·)ととればよい． �

4

定義 1 (db項) M を λ項とする．M を表す db項は (φ(M))[[x1 �→ 1]] · · · [[xn �→ n]] として与えられる．こ
こで x1, . . . , xnはM の自由変数である．

φ(x) ≡ x

φ(MN) ≡ @(φ(M), φ(N))
φ(λx.M) ≡ λ(φ(M)[[x �→ 1]])

ここで [[ ]]は de Bruijn記法のための次のような変数の置き換えを表している．

x[[y �→ n]] ≡

{
n x = y のとき
x それ以外

m[[y �→ n]] ≡ m

(@(s, t))[[y �→ n]] ≡ @(s[[y �→ n]], t[[y �→ n]])
(λ.(s))[[y �→ n]] ≡ λ(s[[y �→ n+ 1]]) �

次の例のように λ項は db項に変換される．

φ(λxy.xy) ≡ λ(λ(@(2, 1)))
(φ(λx.f(yx)x))[[y �→ 1]] ≡ λ(@(@(f,@(2, 1)), 1))

ここで λx.f(yx)xの自由変数 yは db項への変換で自由変数 1が割り当てられている．yは λxの内側に出
現するため，得られた db項 λ(@(@(f,@(2, 1)), 1))では 2として出現している．

定義 2 (db項の代入) db項 sの自由変数 n1, n2, . . .それぞれに db項 t1, t2, . . .を代入する sσを次のよう
に定義する [1]．ここで σ = {{n1 �→ t1, n2 �→ t2, . . .}}とする．

(@(s1, s2))σ ≡ @(s1σ, s2σ)
(λ(s1))σ ≡ λ(s1σ̃)

mσ ≡

{
t m �→ t ∈ σ のとき
m m �→ t �∈ σ のとき

このとき σ̃ = {{n1 + 1 �→ U1
0 (t1), n2 + 1 �→ U1

0 (t2), . . .}}とし，Un
i ( )は以下で定義されるアップデート関数

である．
Un

i (@(s1, s2)) ≡ @(Un
i (s1),Un

i (s2))
Un

i (λ(s1)) ≡ λ(Un
i+1(s1))

Un
i (m) ≡

{
m+ n m > i のとき
m m ≤ i のとき

�

直観的には U1
0 (s)は sの自由変数に 1を加えて得られる db項を表す．

λ適用によるβ変換は@(λ(s), t) →β U−1
0 (s{{1 �→ U1

0 (t)}})で表される．例えば，λ項のβ変換λz.((λxy.xz)(λx.z)) →β

λz.(λy.((λx.z)z)) に対応した db項の β 変換は次のようになる．

λ(@(λ(λ(@(2, 3))), λ(2))) →β λ(U−1
0 ((λ(@(2, 3))){{1 �→ U1

0 (λ(2))}}))
≡ λ(λ(@(λ(3), 2)))

η拡大は sが λを先頭に持たず，かつ基本型でないときに sを λ(@(U1
0 (s), 1)に置き換える操作である．

β簡約できない db項を β正規形，η拡大できない db項を η拡大形という．また，β簡約，η拡大のどち
らもできない db項を βη拡大正規形といい，これを正規化項と呼ぶ．sの正規化項を s ↓と書く．どの db
項も唯一の正規化項を持つ．db項の計算は βη拡大正規形の上で議論を行うことを前提とする．そのため，
λ項では η拡大形は β変換について閉じていることがわかっているので，β変換のみに注意して議論を行う．

db項の代入は次の性質を持つ．

補題 1 s ≡ @(· · ·@(l, n1), · · · , nm)かつ l > max{n1, . . . , nm}であるとする．このとき，任意の db項 tに
対して t ≡ s{{l �→ s�}} ↓かつ n1から nmのいずれも自由変数に持たない db項 s�が存在する．

証明 t� ≡ t{{n1 �→ 1, . . . , nm �→ m}}とし，s� ≡ λ(· · ·λ(t�) · · ·)ととればよい． �

4

定義 1 (db項) M を λ項とする．M を表す db項は (φ(M))[[x1 �→ 1]] · · · [[xn �→ n]] として与えられる．こ
こで x1, . . . , xnはM の自由変数である．

φ(x) ≡ x

φ(MN) ≡ @(φ(M), φ(N))
φ(λx.M) ≡ λ(φ(M)[[x �→ 1]])

ここで [[ ]]は de Bruijn記法のための次のような変数の置き換えを表している．

x[[y �→ n]] ≡

{
n x = y のとき
x それ以外

m[[y �→ n]] ≡ m

(@(s, t))[[y �→ n]] ≡ @(s[[y �→ n]], t[[y �→ n]])
(λ.(s))[[y �→ n]] ≡ λ(s[[y �→ n+ 1]]) �

次の例のように λ項は db項に変換される．

φ(λxy.xy) ≡ λ(λ(@(2, 1)))
(φ(λx.f(yx)x))[[y �→ 1]] ≡ λ(@(@(f,@(2, 1)), 1))

ここで λx.f(yx)xの自由変数 yは db項への変換で自由変数 1が割り当てられている．yは λxの内側に出
現するため，得られた db項 λ(@(@(f,@(2, 1)), 1))では 2として出現している．

定義 2 (db項の代入) db項 sの自由変数 n1, n2, . . .それぞれに db項 t1, t2, . . .を代入する sσを次のよう
に定義する [1]．ここで σ = {{n1 �→ t1, n2 �→ t2, . . .}}とする．

(@(s1, s2))σ ≡ @(s1σ, s2σ)
(λ(s1))σ ≡ λ(s1σ̃)

mσ ≡

{
t m �→ t ∈ σ のとき
m m �→ t �∈ σ のとき

このとき σ̃ = {{n1 + 1 �→ U1
0 (t1), n2 + 1 �→ U1

0 (t2), . . .}}とし，Un
i ( )は以下で定義されるアップデート関数

である．
Un

i (@(s1, s2)) ≡ @(Un
i (s1),Un

i (s2))
Un

i (λ(s1)) ≡ λ(Un
i+1(s1))

Un
i (m) ≡

{
m+ n m > i のとき
m m ≤ i のとき

�

直観的には U1
0 (s)は sの自由変数に 1を加えて得られる db項を表す．

λ適用によるβ変換は@(λ(s), t) →β U−1
0 (s{{1 �→ U1

0 (t)}})で表される．例えば，λ項のβ変換λz.((λxy.xz)(λx.z)) →β

λz.(λy.((λx.z)z)) に対応した db項の β 変換は次のようになる．

λ(@(λ(λ(@(2, 3))), λ(2))) →β λ(U−1
0 ((λ(@(2, 3))){{1 �→ U1

0 (λ(2))}}))
≡ λ(λ(@(λ(3), 2)))

η拡大は sが λを先頭に持たず，かつ基本型でないときに sを λ(@(U1
0 (s), 1)に置き換える操作である．

β簡約できない db項を β正規形，η拡大できない db項を η拡大形という．また，β簡約，η拡大のどち
らもできない db項を βη拡大正規形といい，これを正規化項と呼ぶ．sの正規化項を s ↓と書く．どの db
項も唯一の正規化項を持つ．db項の計算は βη拡大正規形の上で議論を行うことを前提とする．そのため，
λ項では η拡大形は β変換について閉じていることがわかっているので，β変換のみに注意して議論を行う．

db項の代入は次の性質を持つ．

補題 1 s ≡ @(· · ·@(l, n1), · · · , nm)かつ l > max{n1, . . . , nm}であるとする．このとき，任意の db項 tに
対して t ≡ s{{l �→ s�}} ↓かつ n1から nmのいずれも自由変数に持たない db項 s�が存在する．

証明 t� ≡ t{{n1 �→ 1, . . . , nm �→ m}}とし，s� ≡ λ(· · ·λ(t�) · · ·)ととればよい． �

4

定義 1 (db項) M を λ項とする．M を表す db項は (φ(M))[[x1 �→ 1]] · · · [[xn �→ n]] として与えられる．こ
こで x1, . . . , xnはM の自由変数である．

φ(x) ≡ x

φ(MN) ≡ @(φ(M), φ(N))
φ(λx.M) ≡ λ(φ(M)[[x �→ 1]])

ここで [[ ]]は de Bruijn記法のための次のような変数の置き換えを表している．

x[[y �→ n]] ≡

{
n x = y のとき
x それ以外

m[[y �→ n]] ≡ m

(@(s, t))[[y �→ n]] ≡ @(s[[y �→ n]], t[[y �→ n]])
(λ.(s))[[y �→ n]] ≡ λ(s[[y �→ n+ 1]]) �

次の例のように λ項は db項に変換される．

φ(λxy.xy) ≡ λ(λ(@(2, 1)))
(φ(λx.f(yx)x))[[y �→ 1]] ≡ λ(@(@(f,@(2, 1)), 1))

ここで λx.f(yx)xの自由変数 yは db項への変換で自由変数 1が割り当てられている．yは λxの内側に出
現するため，得られた db項 λ(@(@(f,@(2, 1)), 1))では 2として出現している．

定義 2 (db項の代入) db項 sの自由変数 n1, n2, . . .それぞれに db項 t1, t2, . . .を代入する sσを次のよう
に定義する [1]．ここで σ = {{n1 �→ t1, n2 �→ t2, . . .}}とする．

(@(s1, s2))σ ≡ @(s1σ, s2σ)
(λ(s1))σ ≡ λ(s1σ̃)

mσ ≡

{
t m �→ t ∈ σ のとき
m m �→ t �∈ σ のとき

このとき σ̃ = {{n1 + 1 �→ U1
0 (t1), n2 + 1 �→ U1

0 (t2), . . .}}とし，Un
i ( )は以下で定義されるアップデート関数

である．
Un

i (@(s1, s2)) ≡ @(Un
i (s1),Un

i (s2))
Un

i (λ(s1)) ≡ λ(Un
i+1(s1))

Un
i (m) ≡

{
m+ n m > i のとき
m m ≤ i のとき

�

直観的には U1
0 (s)は sの自由変数に 1を加えて得られる db項を表す．

λ適用によるβ変換は@(λ(s), t) →β U−1
0 (s{{1 �→ U1

0 (t)}})で表される．例えば，λ項のβ変換λz.((λxy.xz)(λx.z)) →β

λz.(λy.((λx.z)z)) に対応した db項の β 変換は次のようになる．

λ(@(λ(λ(@(2, 3))), λ(2))) →β λ(U−1
0 ((λ(@(2, 3))){{1 �→ U1

0 (λ(2))}}))
≡ λ(λ(@(λ(3), 2)))

η拡大は sが λを先頭に持たず，かつ基本型でないときに sを λ(@(U1
0 (s), 1)に置き換える操作である．

β簡約できない db項を β正規形，η拡大できない db項を η拡大形という．また，β簡約，η拡大のどち
らもできない db項を βη拡大正規形といい，これを正規化項と呼ぶ．sの正規化項を s ↓と書く．どの db
項も唯一の正規化項を持つ．db項の計算は βη拡大正規形の上で議論を行うことを前提とする．そのため，
λ項では η拡大形は β変換について閉じていることがわかっているので，β変換のみに注意して議論を行う．

db項の代入は次の性質を持つ．

補題 1 s ≡ @(· · ·@(l, n1), · · · , nm)かつ l > max{n1, . . . , nm}であるとする．このとき，任意の db項 tに
対して t ≡ s{{l �→ s�}} ↓かつ n1から nmのいずれも自由変数に持たない db項 s�が存在する．

証明 t� ≡ t{{n1 �→ 1, . . . , nm �→ m}}とし，s� ≡ λ(· · ·λ(t�) · · ·)ととればよい． �

4

定義 1 (db項) M を λ項とする．M を表す db項は (φ(M))[[x1 �→ 1]] · · · [[xn �→ n]] として与えられる．こ
こで x1, . . . , xnはM の自由変数である．

φ(x) ≡ x

φ(MN) ≡ @(φ(M), φ(N))
φ(λx.M) ≡ λ(φ(M)[[x �→ 1]])

ここで [[ ]]は de Bruijn記法のための次のような変数の置き換えを表している．

x[[y �→ n]] ≡

{
n x = y のとき
x それ以外

m[[y �→ n]] ≡ m

(@(s, t))[[y �→ n]] ≡ @(s[[y �→ n]], t[[y �→ n]])
(λ.(s))[[y �→ n]] ≡ λ(s[[y �→ n+ 1]]) �

次の例のように λ項は db項に変換される．

φ(λxy.xy) ≡ λ(λ(@(2, 1)))
(φ(λx.f(yx)x))[[y �→ 1]] ≡ λ(@(@(f,@(2, 1)), 1))

ここで λx.f(yx)xの自由変数 yは db項への変換で自由変数 1が割り当てられている．yは λxの内側に出
現するため，得られた db項 λ(@(@(f,@(2, 1)), 1))では 2として出現している．

定義 2 (db項の代入) db項 sの自由変数 n1, n2, . . .それぞれに db項 t1, t2, . . .を代入する sσを次のよう
に定義する [1]．ここで σ = {{n1 �→ t1, n2 �→ t2, . . .}}とする．

(@(s1, s2))σ ≡ @(s1σ, s2σ)
(λ(s1))σ ≡ λ(s1σ̃)

mσ ≡

{
t m �→ t ∈ σ のとき
m m �→ t �∈ σ のとき

このとき σ̃ = {{n1 + 1 �→ U1
0 (t1), n2 + 1 �→ U1

0 (t2), . . .}}とし，Un
i ( )は以下で定義されるアップデート関数

である．
Un

i (@(s1, s2)) ≡ @(Un
i (s1),Un

i (s2))
Un

i (λ(s1)) ≡ λ(Un
i+1(s1))

Un
i (m) ≡

{
m+ n m > i のとき
m m ≤ i のとき

�

直観的には U1
0 (s)は sの自由変数に 1を加えて得られる db項を表す．

λ適用によるβ変換は@(λ(s), t) →β U−1
0 (s{{1 �→ U1

0 (t)}})で表される．例えば，λ項のβ変換λz.((λxy.xz)(λx.z)) →β

λz.(λy.((λx.z)z)) に対応した db項の β 変換は次のようになる．

λ(@(λ(λ(@(2, 3))), λ(2))) →β λ(U−1
0 ((λ(@(2, 3))){{1 �→ U1

0 (λ(2))}}))
≡ λ(λ(@(λ(3), 2)))

η拡大は sが λを先頭に持たず，かつ基本型でないときに sを λ(@(U1
0 (s), 1)に置き換える操作である．

β簡約できない db項を β正規形，η拡大できない db項を η拡大形という．また，β簡約，η拡大のどち
らもできない db項を βη拡大正規形といい，これを正規化項と呼ぶ．sの正規化項を s ↓と書く．どの db
項も唯一の正規化項を持つ．db項の計算は βη拡大正規形の上で議論を行うことを前提とする．そのため，
λ項では η拡大形は β変換について閉じていることがわかっているので，β変換のみに注意して議論を行う．

db項の代入は次の性質を持つ．

補題 1 s ≡ @(· · ·@(l, n1), · · · , nm)かつ l > max{n1, . . . , nm}であるとする．このとき，任意の db項 tに
対して t ≡ s{{l �→ s�}} ↓かつ n1から nmのいずれも自由変数に持たない db項 s�が存在する．

証明 t� ≡ t{{n1 �→ 1, . . . , nm �→ m}}とし，s� ≡ λ(· · ·λ(t�) · · ·)ととればよい． �

4

定義 1 (db項) M を λ項とする．M を表す db項は (φ(M))[[x1 �→ 1]] · · · [[xn �→ n]] として与えられる．こ
こで x1, . . . , xnはM の自由変数である．

φ(x) ≡ x

φ(MN) ≡ @(φ(M), φ(N))
φ(λx.M) ≡ λ(φ(M)[[x �→ 1]])

ここで [[ ]]は de Bruijn記法のための次のような変数の置き換えを表している．

x[[y �→ n]] ≡

{
n x = y のとき
x それ以外

m[[y �→ n]] ≡ m

(@(s, t))[[y �→ n]] ≡ @(s[[y �→ n]], t[[y �→ n]])
(λ.(s))[[y �→ n]] ≡ λ(s[[y �→ n+ 1]]) �

次の例のように λ項は db項に変換される．

φ(λxy.xy) ≡ λ(λ(@(2, 1)))
(φ(λx.f(yx)x))[[y �→ 1]] ≡ λ(@(@(f,@(2, 1)), 1))

ここで λx.f(yx)xの自由変数 yは db項への変換で自由変数 1が割り当てられている．yは λxの内側に出
現するため，得られた db項 λ(@(@(f,@(2, 1)), 1))では 2として出現している．

定義 2 (db項の代入) db項 sの自由変数 n1, n2, . . .それぞれに db項 t1, t2, . . .を代入する sσを次のよう
に定義する [1]．ここで σ = {{n1 �→ t1, n2 �→ t2, . . .}}とする．

(@(s1, s2))σ ≡ @(s1σ, s2σ)
(λ(s1))σ ≡ λ(s1σ̃)

mσ ≡

{
t m �→ t ∈ σ のとき
m m �→ t �∈ σ のとき

このとき σ̃ = {{n1 + 1 �→ U1
0 (t1), n2 + 1 �→ U1

0 (t2), . . .}}とし，Un
i ( )は以下で定義されるアップデート関数

である．
Un

i (@(s1, s2)) ≡ @(Un
i (s1),Un

i (s2))
Un

i (λ(s1)) ≡ λ(Un
i+1(s1))

Un
i (m) ≡

{
m+ n m > i のとき
m m ≤ i のとき

�

直観的には U1
0 (s)は sの自由変数に 1を加えて得られる db項を表す．

λ適用によるβ変換は@(λ(s), t) →β U−1
0 (s{{1 �→ U1

0 (t)}})で表される．例えば，λ項のβ変換λz.((λxy.xz)(λx.z)) →β

λz.(λy.((λx.z)z)) に対応した db項の β 変換は次のようになる．

λ(@(λ(λ(@(2, 3))), λ(2))) →β λ(U−1
0 ((λ(@(2, 3))){{1 �→ U1

0 (λ(2))}}))
≡ λ(λ(@(λ(3), 2)))

η拡大は sが λを先頭に持たず，かつ基本型でないときに sを λ(@(U1
0 (s), 1)に置き換える操作である．

β簡約できない db項を β正規形，η拡大できない db項を η拡大形という．また，β簡約，η拡大のどち
らもできない db項を βη拡大正規形といい，これを正規化項と呼ぶ．sの正規化項を s ↓と書く．どの db
項も唯一の正規化項を持つ．db項の計算は βη拡大正規形の上で議論を行うことを前提とする．そのため，
λ項では η拡大形は β変換について閉じていることがわかっているので，β変換のみに注意して議論を行う．

db項の代入は次の性質を持つ．

補題 1 s ≡ @(· · ·@(l, n1), · · · , nm)かつ l > max{n1, . . . , nm}であるとする．このとき，任意の db項 tに
対して t ≡ s{{l �→ s�}} ↓かつ n1から nmのいずれも自由変数に持たない db項 s�が存在する．

証明 t� ≡ t{{n1 �→ 1, . . . , nm �→ m}}とし，s� ≡ λ(· · ·λ(t�) · · ·)ととればよい． �

4

定義 1 (db項) M を λ項とする．M を表す db項は (φ(M))[[x1 �→ 1]] · · · [[xn �→ n]] として与えられる．こ
こで x1, . . . , xnはM の自由変数である．

φ(x) ≡ x

φ(MN) ≡ @(φ(M), φ(N))
φ(λx.M) ≡ λ(φ(M)[[x �→ 1]])

ここで [[ ]]は de Bruijn記法のための次のような変数の置き換えを表している．

x[[y �→ n]] ≡

{
n x = y のとき
x それ以外

m[[y �→ n]] ≡ m

(@(s, t))[[y �→ n]] ≡ @(s[[y �→ n]], t[[y �→ n]])
(λ.(s))[[y �→ n]] ≡ λ(s[[y �→ n+ 1]]) �

次の例のように λ項は db項に変換される．

φ(λxy.xy) ≡ λ(λ(@(2, 1)))
(φ(λx.f(yx)x))[[y �→ 1]] ≡ λ(@(@(f,@(2, 1)), 1))

ここで λx.f(yx)xの自由変数 yは db項への変換で自由変数 1が割り当てられている．yは λxの内側に出
現するため，得られた db項 λ(@(@(f,@(2, 1)), 1))では 2として出現している．

定義 2 (db項の代入) db項 sの自由変数 n1, n2, . . .それぞれに db項 t1, t2, . . .を代入する sσを次のよう
に定義する [1]．ここで σ = {{n1 �→ t1, n2 �→ t2, . . .}}とする．

(@(s1, s2))σ ≡ @(s1σ, s2σ)
(λ(s1))σ ≡ λ(s1σ̃)

mσ ≡

{
t m �→ t ∈ σ のとき
m m �→ t �∈ σ のとき

このとき σ̃ = {{n1 + 1 �→ U1
0 (t1), n2 + 1 �→ U1

0 (t2), . . .}}とし，Un
i ( )は以下で定義されるアップデート関数

である．
Un

i (@(s1, s2)) ≡ @(Un
i (s1),Un

i (s2))
Un

i (λ(s1)) ≡ λ(Un
i+1(s1))

Un
i (m) ≡

{
m+ n m > i のとき
m m ≤ i のとき

�

直観的には U1
0 (s)は sの自由変数に 1を加えて得られる db項を表す．

λ適用によるβ変換は@(λ(s), t) →β U−1
0 (s{{1 �→ U1

0 (t)}})で表される．例えば，λ項のβ変換λz.((λxy.xz)(λx.z)) →β

λz.(λy.((λx.z)z)) に対応した db項の β 変換は次のようになる．

λ(@(λ(λ(@(2, 3))), λ(2))) →β λ(U−1
0 ((λ(@(2, 3))){{1 �→ U1

0 (λ(2))}}))
≡ λ(λ(@(λ(3), 2)))

η拡大は sが λを先頭に持たず，かつ基本型でないときに sを λ(@(U1
0 (s), 1)に置き換える操作である．

β簡約できない db項を β正規形，η拡大できない db項を η拡大形という．また，β簡約，η拡大のどち
らもできない db項を βη拡大正規形といい，これを正規化項と呼ぶ．sの正規化項を s ↓と書く．どの db
項も唯一の正規化項を持つ．db項の計算は βη拡大正規形の上で議論を行うことを前提とする．そのため，
λ項では η拡大形は β変換について閉じていることがわかっているので，β変換のみに注意して議論を行う．

db項の代入は次の性質を持つ．

補題 1 s ≡ @(· · ·@(l, n1), · · · , nm)かつ l > max{n1, . . . , nm}であるとする．このとき，任意の db項 tに
対して t ≡ s{{l �→ s�}} ↓かつ n1から nmのいずれも自由変数に持たない db項 s�が存在する．

証明 t� ≡ t{{n1 �→ 1, . . . , nm �→ m}}とし，s� ≡ λ(· · ·λ(t�) · · ·)ととればよい． �

4

定義 1 (db項) M を λ項とする．M を表す db項は (φ(M))[[x1 �→ 1]] · · · [[xn �→ n]] として与えられる．こ
こで x1, . . . , xnはM の自由変数である．

φ(x) ≡ x

φ(MN) ≡ @(φ(M), φ(N))
φ(λx.M) ≡ λ(φ(M)[[x �→ 1]])

ここで [[ ]]は de Bruijn記法のための次のような変数の置き換えを表している．

x[[y �→ n]] ≡

{
n x = y のとき
x それ以外

m[[y �→ n]] ≡ m

(@(s, t))[[y �→ n]] ≡ @(s[[y �→ n]], t[[y �→ n]])
(λ.(s))[[y �→ n]] ≡ λ(s[[y �→ n+ 1]]) �

次の例のように λ項は db項に変換される．

φ(λxy.xy) ≡ λ(λ(@(2, 1)))
(φ(λx.f(yx)x))[[y �→ 1]] ≡ λ(@(@(f,@(2, 1)), 1))

ここで λx.f(yx)xの自由変数 yは db項への変換で自由変数 1が割り当てられている．yは λxの内側に出
現するため，得られた db項 λ(@(@(f,@(2, 1)), 1))では 2として出現している．

定義 2 (db項の代入) db項 sの自由変数 n1, n2, . . .それぞれに db項 t1, t2, . . .を代入する sσを次のよう
に定義する [1]．ここで σ = {{n1 �→ t1, n2 �→ t2, . . .}}とする．

(@(s1, s2))σ ≡ @(s1σ, s2σ)
(λ(s1))σ ≡ λ(s1σ̃)

mσ ≡

{
t m �→ t ∈ σ のとき
m m �→ t �∈ σ のとき

このとき σ̃ = {{n1 + 1 �→ U1
0 (t1), n2 + 1 �→ U1

0 (t2), . . .}}とし，Un
i ( )は以下で定義されるアップデート関数

である．
Un

i (@(s1, s2)) ≡ @(Un
i (s1),Un

i (s2))
Un

i (λ(s1)) ≡ λ(Un
i+1(s1))

Un
i (m) ≡

{
m+ n m > i のとき
m m ≤ i のとき

�

直観的には U1
0 (s)は sの自由変数に 1を加えて得られる db項を表す．

λ適用によるβ変換は@(λ(s), t) →β U−1
0 (s{{1 �→ U1

0 (t)}})で表される．例えば，λ項のβ変換λz.((λxy.xz)(λx.z)) →β

λz.(λy.((λx.z)z)) に対応した db項の β 変換は次のようになる．

λ(@(λ(λ(@(2, 3))), λ(2))) →β λ(U−1
0 ((λ(@(2, 3))){{1 �→ U1

0 (λ(2))}}))
≡ λ(λ(@(λ(3), 2)))

η拡大は sが λを先頭に持たず，かつ基本型でないときに sを λ(@(U1
0 (s), 1)に置き換える操作である．

β簡約できない db項を β正規形，η拡大できない db項を η拡大形という．また，β簡約，η拡大のどち
らもできない db項を βη拡大正規形といい，これを正規化項と呼ぶ．sの正規化項を s ↓と書く．どの db
項も唯一の正規化項を持つ．db項の計算は βη拡大正規形の上で議論を行うことを前提とする．そのため，
λ項では η拡大形は β変換について閉じていることがわかっているので，β変換のみに注意して議論を行う．

db項の代入は次の性質を持つ．

補題 1 s ≡ @(· · ·@(l, n1), · · · , nm)かつ l > max{n1, . . . , nm}であるとする．このとき，任意の db項 tに
対して t ≡ s{{l �→ s�}} ↓かつ n1から nmのいずれも自由変数に持たない db項 s�が存在する．

証明 t� ≡ t{{n1 �→ 1, . . . , nm �→ m}}とし，s� ≡ λ(· · ·λ(t�) · · ·)ととればよい． �

4

定義 1 (db項) M を λ項とする．M を表す db項は (φ(M))[[x1 �→ 1]] · · · [[xn �→ n]] として与えられる．こ
こで x1, . . . , xnはM の自由変数である．

φ(x) ≡ x

φ(MN) ≡ @(φ(M), φ(N))
φ(λx.M) ≡ λ(φ(M)[[x �→ 1]])

ここで [[ ]]は de Bruijn記法のための次のような変数の置き換えを表している．

x[[y �→ n]] ≡

{
n x = y のとき
x それ以外

m[[y �→ n]] ≡ m

(@(s, t))[[y �→ n]] ≡ @(s[[y �→ n]], t[[y �→ n]])
(λ.(s))[[y �→ n]] ≡ λ(s[[y �→ n+ 1]]) �

次の例のように λ項は db項に変換される．

φ(λxy.xy) ≡ λ(λ(@(2, 1)))
(φ(λx.f(yx)x))[[y �→ 1]] ≡ λ(@(@(f,@(2, 1)), 1))

ここで λx.f(yx)xの自由変数 yは db項への変換で自由変数 1が割り当てられている．yは λxの内側に出
現するため，得られた db項 λ(@(@(f,@(2, 1)), 1))では 2として出現している．

定義 2 (db項の代入) db項 sの自由変数 n1, n2, . . .それぞれに db項 t1, t2, . . .を代入する sσを次のよう
に定義する [1]．ここで σ = {{n1 �→ t1, n2 �→ t2, . . .}}とする．

(@(s1, s2))σ ≡ @(s1σ, s2σ)
(λ(s1))σ ≡ λ(s1σ̃)

mσ ≡

{
t m �→ t ∈ σ のとき
m m �→ t �∈ σ のとき

このとき σ̃ = {{n1 + 1 �→ U1
0 (t1), n2 + 1 �→ U1

0 (t2), . . .}}とし，Un
i ( )は以下で定義されるアップデート関数

である．
Un

i (@(s1, s2)) ≡ @(Un
i (s1),Un

i (s2))
Un

i (λ(s1)) ≡ λ(Un
i+1(s1))

Un
i (m) ≡

{
m+ n m > i のとき
m m ≤ i のとき

�

直観的には U1
0 (s)は sの自由変数に 1を加えて得られる db項を表す．

λ適用によるβ変換は@(λ(s), t) →β U−1
0 (s{{1 �→ U1

0 (t)}})で表される．例えば，λ項のβ変換λz.((λxy.xz)(λx.z)) →β

λz.(λy.((λx.z)z)) に対応した db項の β 変換は次のようになる．

λ(@(λ(λ(@(2, 3))), λ(2))) →β λ(U−1
0 ((λ(@(2, 3))){{1 �→ U1

0 (λ(2))}}))
≡ λ(λ(@(λ(3), 2)))

η拡大は sが λを先頭に持たず，かつ基本型でないときに sを λ(@(U1
0 (s), 1)に置き換える操作である．

β簡約できない db項を β正規形，η拡大できない db項を η拡大形という．また，β簡約，η拡大のどち
らもできない db項を βη拡大正規形といい，これを正規化項と呼ぶ．sの正規化項を s ↓と書く．どの db
項も唯一の正規化項を持つ．db項の計算は βη拡大正規形の上で議論を行うことを前提とする．そのため，
λ項では η拡大形は β変換について閉じていることがわかっているので，β変換のみに注意して議論を行う．

db項の代入は次の性質を持つ．

補題 1 s ≡ @(· · ·@(l, n1), · · · , nm)かつ l > max{n1, . . . , nm}であるとする．このとき，任意の db項 tに
対して t ≡ s{{l �→ s�}} ↓かつ n1から nmのいずれも自由変数に持たない db項 s�が存在する．

証明 t� ≡ t{{n1 �→ 1, . . . , nm �→ m}}とし，s� ≡ λ(· · ·λ(t�) · · ·)ととればよい． �

4

定義 1 (db項) M を λ項とする．M を表す db項は (φ(M))[[x1 �→ 1]] · · · [[xn �→ n]] として与えられる．こ
こで x1, . . . , xnはM の自由変数である．

φ(x) ≡ x

φ(MN) ≡ @(φ(M), φ(N))
φ(λx.M) ≡ λ(φ(M)[[x �→ 1]])

ここで [[ ]]は de Bruijn記法のための次のような変数の置き換えを表している．

x[[y �→ n]] ≡

{
n x = y のとき
x それ以外

m[[y �→ n]] ≡ m

(@(s, t))[[y �→ n]] ≡ @(s[[y �→ n]], t[[y �→ n]])
(λ.(s))[[y �→ n]] ≡ λ(s[[y �→ n+ 1]]) �

次の例のように λ項は db項に変換される．

φ(λxy.xy) ≡ λ(λ(@(2, 1)))
(φ(λx.f(yx)x))[[y �→ 1]] ≡ λ(@(@(f,@(2, 1)), 1))

ここで λx.f(yx)xの自由変数 yは db項への変換で自由変数 1が割り当てられている．yは λxの内側に出
現するため，得られた db項 λ(@(@(f,@(2, 1)), 1))では 2として出現している．

定義 2 (db項の代入) db項 sの自由変数 n1, n2, . . .それぞれに db項 t1, t2, . . .を代入する sσを次のよう
に定義する [1]．ここで σ = {{n1 �→ t1, n2 �→ t2, . . .}}とする．

(@(s1, s2))σ ≡ @(s1σ, s2σ)
(λ(s1))σ ≡ λ(s1σ̃)

mσ ≡

{
t m �→ t ∈ σ のとき
m m �→ t �∈ σ のとき

このとき σ̃ = {{n1 + 1 �→ U1
0 (t1), n2 + 1 �→ U1

0 (t2), . . .}}とし，Un
i ( )は以下で定義されるアップデート関数

である．
Un

i (@(s1, s2)) ≡ @(Un
i (s1),Un

i (s2))
Un

i (λ(s1)) ≡ λ(Un
i+1(s1))

Un
i (m) ≡

{
m+ n m > i のとき
m m ≤ i のとき

�

直観的には U1
0 (s)は sの自由変数に 1を加えて得られる db項を表す．

λ適用によるβ変換は@(λ(s), t) →β U−1
0 (s{{1 �→ U1

0 (t)}})で表される．例えば，λ項のβ変換λz.((λxy.xz)(λx.z)) →β

λz.(λy.((λx.z)z)) に対応した db項の β 変換は次のようになる．

λ(@(λ(λ(@(2, 3))), λ(2))) →β λ(U−1
0 ((λ(@(2, 3))){{1 �→ U1

0 (λ(2))}}))
≡ λ(λ(@(λ(3), 2)))

η拡大は sが λを先頭に持たず，かつ基本型でないときに sを λ(@(U1
0 (s), 1)に置き換える操作である．

β簡約できない db項を β正規形，η拡大できない db項を η拡大形という．また，β簡約，η拡大のどち
らもできない db項を βη拡大正規形といい，これを正規化項と呼ぶ．sの正規化項を s ↓と書く．どの db
項も唯一の正規化項を持つ．db項の計算は βη拡大正規形の上で議論を行うことを前提とする．そのため，
λ項では η拡大形は β変換について閉じていることがわかっているので，β変換のみに注意して議論を行う．

db項の代入は次の性質を持つ．

補題 1 s ≡ @(· · ·@(l, n1), · · · , nm)かつ l > max{n1, . . . , nm}であるとする．このとき，任意の db項 tに
対して t ≡ s{{l �→ s�}} ↓かつ n1から nmのいずれも自由変数に持たない db項 s�が存在する．

証明 t� ≡ t{{n1 �→ 1, . . . , nm �→ m}}とし，s� ≡ λ(· · ·λ(t�) · · ·)ととればよい． �

4

定義 1 (db項) M を λ項とする．M を表す db項は (φ(M))[[x1 �→ 1]] · · · [[xn �→ n]] として与えられる．こ
こで x1, . . . , xnはM の自由変数である．

φ(x) ≡ x

φ(MN) ≡ @(φ(M), φ(N))
φ(λx.M) ≡ λ(φ(M)[[x �→ 1]])

ここで [[ ]]は de Bruijn記法のための次のような変数の置き換えを表している．

x[[y �→ n]] ≡

{
n x = y のとき
x それ以外

m[[y �→ n]] ≡ m

(@(s, t))[[y �→ n]] ≡ @(s[[y �→ n]], t[[y �→ n]])
(λ.(s))[[y �→ n]] ≡ λ(s[[y �→ n+ 1]]) �

次の例のように λ項は db項に変換される．

φ(λxy.xy) ≡ λ(λ(@(2, 1)))
(φ(λx.f(yx)x))[[y �→ 1]] ≡ λ(@(@(f,@(2, 1)), 1))

ここで λx.f(yx)xの自由変数 yは db項への変換で自由変数 1が割り当てられている．yは λxの内側に出
現するため，得られた db項 λ(@(@(f,@(2, 1)), 1))では 2として出現している．

定義 2 (db項の代入) db項 sの自由変数 n1, n2, . . .それぞれに db項 t1, t2, . . .を代入する sσを次のよう
に定義する [1]．ここで σ = {{n1 �→ t1, n2 �→ t2, . . .}}とする．

(@(s1, s2))σ ≡ @(s1σ, s2σ)
(λ(s1))σ ≡ λ(s1σ̃)

mσ ≡

{
t m �→ t ∈ σ のとき
m m �→ t �∈ σ のとき

このとき σ̃ = {{n1 + 1 �→ U1
0 (t1), n2 + 1 �→ U1

0 (t2), . . .}}とし，Un
i ( )は以下で定義されるアップデート関数

である．
Un

i (@(s1, s2)) ≡ @(Un
i (s1),Un

i (s2))
Un

i (λ(s1)) ≡ λ(Un
i+1(s1))

Un
i (m) ≡

{
m+ n m > i のとき
m m ≤ i のとき

�

直観的には U1
0 (s)は sの自由変数に 1を加えて得られる db項を表す．

λ適用によるβ変換は@(λ(s), t) →β U−1
0 (s{{1 �→ U1

0 (t)}})で表される．例えば，λ項のβ変換λz.((λxy.xz)(λx.z)) →β

λz.(λy.((λx.z)z)) に対応した db項の β 変換は次のようになる．

λ(@(λ(λ(@(2, 3))), λ(2))) →β λ(U−1
0 ((λ(@(2, 3))){{1 �→ U1

0 (λ(2))}}))
≡ λ(λ(@(λ(3), 2)))

η拡大は sが λを先頭に持たず，かつ基本型でないときに sを λ(@(U1
0 (s), 1)に置き換える操作である．

β簡約できない db項を β正規形，η拡大できない db項を η拡大形という．また，β簡約，η拡大のどち
らもできない db項を βη拡大正規形といい，これを正規化項と呼ぶ．sの正規化項を s ↓と書く．どの db
項も唯一の正規化項を持つ．db項の計算は βη拡大正規形の上で議論を行うことを前提とする．そのため，
λ項では η拡大形は β変換について閉じていることがわかっているので，β変換のみに注意して議論を行う．

db項の代入は次の性質を持つ．

補題 1 s ≡ @(· · ·@(l, n1), · · · , nm)かつ l > max{n1, . . . , nm}であるとする．このとき，任意の db項 tに
対して t ≡ s{{l �→ s�}} ↓かつ n1から nmのいずれも自由変数に持たない db項 s�が存在する．

証明 t� ≡ t{{n1 �→ 1, . . . , nm �→ m}}とし，s� ≡ λ(· · ·λ(t�) · · ·)ととればよい． �

4

定義 1 (db項) M を λ項とする．M を表す db項は (φ(M))[[x1 �→ 1]] · · · [[xn �→ n]] として与えられる．こ
こで x1, . . . , xnはM の自由変数である．

φ(x) ≡ x

φ(MN) ≡ @(φ(M), φ(N))
φ(λx.M) ≡ λ(φ(M)[[x �→ 1]])

ここで [[ ]]は de Bruijn記法のための次のような変数の置き換えを表している．

x[[y �→ n]] ≡

{
n x = y のとき
x それ以外

m[[y �→ n]] ≡ m

(@(s, t))[[y �→ n]] ≡ @(s[[y �→ n]], t[[y �→ n]])
(λ.(s))[[y �→ n]] ≡ λ(s[[y �→ n+ 1]]) �

次の例のように λ項は db項に変換される．

φ(λxy.xy) ≡ λ(λ(@(2, 1)))
(φ(λx.f(yx)x))[[y �→ 1]] ≡ λ(@(@(f,@(2, 1)), 1))

ここで λx.f(yx)xの自由変数 yは db項への変換で自由変数 1が割り当てられている．yは λxの内側に出
現するため，得られた db項 λ(@(@(f,@(2, 1)), 1))では 2として出現している．

定義 2 (db項の代入) db項 sの自由変数 n1, n2, . . .それぞれに db項 t1, t2, . . .を代入する sσを次のよう
に定義する [1]．ここで σ = {{n1 �→ t1, n2 �→ t2, . . .}}とする．

(@(s1, s2))σ ≡ @(s1σ, s2σ)
(λ(s1))σ ≡ λ(s1σ̃)

mσ ≡

{
t m �→ t ∈ σ のとき
m m �→ t �∈ σ のとき

このとき σ̃ = {{n1 + 1 �→ U1
0 (t1), n2 + 1 �→ U1

0 (t2), . . .}}とし，Un
i ( )は以下で定義されるアップデート関数

である．
Un

i (@(s1, s2)) ≡ @(Un
i (s1),Un

i (s2))
Un

i (λ(s1)) ≡ λ(Un
i+1(s1))

Un
i (m) ≡

{
m+ n m > i のとき
m m ≤ i のとき

�

直観的には U1
0 (s)は sの自由変数に 1を加えて得られる db項を表す．

λ適用によるβ変換は@(λ(s), t) →β U−1
0 (s{{1 �→ U1

0 (t)}})で表される．例えば，λ項のβ変換λz.((λxy.xz)(λx.z)) →β

λz.(λy.((λx.z)z)) に対応した db項の β 変換は次のようになる．

λ(@(λ(λ(@(2, 3))), λ(2))) →β λ(U−1
0 ((λ(@(2, 3))){{1 �→ U1

0 (λ(2))}}))
≡ λ(λ(@(λ(3), 2)))

η拡大は sが λを先頭に持たず，かつ基本型でないときに sを λ(@(U1
0 (s), 1)に置き換える操作である．

β簡約できない db項を β正規形，η拡大できない db項を η拡大形という．また，β簡約，η拡大のどち
らもできない db項を βη拡大正規形といい，これを正規化項と呼ぶ．sの正規化項を s ↓と書く．どの db
項も唯一の正規化項を持つ．db項の計算は βη拡大正規形の上で議論を行うことを前提とする．そのため，
λ項では η拡大形は β変換について閉じていることがわかっているので，β変換のみに注意して議論を行う．

db項の代入は次の性質を持つ．

補題 1 s ≡ @(· · ·@(l, n1), · · · , nm)かつ l > max{n1, . . . , nm}であるとする．このとき，任意の db項 tに
対して t ≡ s{{l �→ s�}} ↓かつ n1から nmのいずれも自由変数に持たない db項 s�が存在する．

証明 t� ≡ t{{n1 �→ 1, . . . , nm �→ m}}とし，s� ≡ λ(· · ·λ(t�) · · ·)ととればよい． �

4

定義 1 (db項) M を λ項とする．M を表す db項は (φ(M))[[x1 �→ 1]] · · · [[xn �→ n]] として与えられる．こ
こで x1, . . . , xnはM の自由変数である．

φ(x) ≡ x

φ(MN) ≡ @(φ(M), φ(N))
φ(λx.M) ≡ λ(φ(M)[[x �→ 1]])

ここで [[ ]]は de Bruijn記法のための次のような変数の置き換えを表している．

x[[y �→ n]] ≡

{
n x = y のとき
x それ以外

m[[y �→ n]] ≡ m

(@(s, t))[[y �→ n]] ≡ @(s[[y �→ n]], t[[y �→ n]])
(λ.(s))[[y �→ n]] ≡ λ(s[[y �→ n+ 1]]) �

次の例のように λ項は db項に変換される．

φ(λxy.xy) ≡ λ(λ(@(2, 1)))
(φ(λx.f(yx)x))[[y �→ 1]] ≡ λ(@(@(f,@(2, 1)), 1))

ここで λx.f(yx)xの自由変数 yは db項への変換で自由変数 1が割り当てられている．yは λxの内側に出
現するため，得られた db項 λ(@(@(f,@(2, 1)), 1))では 2として出現している．

定義 2 (db項の代入) db項 sの自由変数 n1, n2, . . .それぞれに db項 t1, t2, . . .を代入する sσを次のよう
に定義する [1]．ここで σ = {{n1 �→ t1, n2 �→ t2, . . .}}とする．

(@(s1, s2))σ ≡ @(s1σ, s2σ)
(λ(s1))σ ≡ λ(s1σ̃)

mσ ≡

{
t m �→ t ∈ σ のとき
m m �→ t �∈ σ のとき

このとき σ̃ = {{n1 + 1 �→ U1
0 (t1), n2 + 1 �→ U1

0 (t2), . . .}}とし，Un
i ( )は以下で定義されるアップデート関数

である．
Un

i (@(s1, s2)) ≡ @(Un
i (s1),Un

i (s2))
Un

i (λ(s1)) ≡ λ(Un
i+1(s1))

Un
i (m) ≡

{
m+ n m > i のとき
m m ≤ i のとき

�

直観的には U1
0 (s)は sの自由変数に 1を加えて得られる db項を表す．

λ適用によるβ変換は@(λ(s), t) →β U−1
0 (s{{1 �→ U1

0 (t)}})で表される．例えば，λ項のβ変換λz.((λxy.xz)(λx.z)) →β

λz.(λy.((λx.z)z)) に対応した db項の β 変換は次のようになる．

λ(@(λ(λ(@(2, 3))), λ(2))) →β λ(U−1
0 ((λ(@(2, 3))){{1 �→ U1

0 (λ(2))}}))
≡ λ(λ(@(λ(3), 2)))

η拡大は sが λを先頭に持たず，かつ基本型でないときに sを λ(@(U1
0 (s), 1)に置き換える操作である．

β簡約できない db項を β正規形，η拡大できない db項を η拡大形という．また，β簡約，η拡大のどち
らもできない db項を βη拡大正規形といい，これを正規化項と呼ぶ．sの正規化項を s ↓と書く．どの db
項も唯一の正規化項を持つ．db項の計算は βη拡大正規形の上で議論を行うことを前提とする．そのため，
λ項では η拡大形は β変換について閉じていることがわかっているので，β変換のみに注意して議論を行う．

db項の代入は次の性質を持つ．

補題 1 s ≡ @(· · ·@(l, n1), · · · , nm)かつ l > max{n1, . . . , nm}であるとする．このとき，任意の db項 tに
対して t ≡ s{{l �→ s�}} ↓かつ n1から nmのいずれも自由変数に持たない db項 s�が存在する．

証明 t� ≡ t{{n1 �→ 1, . . . , nm �→ m}}とし，s� ≡ λ(· · ·λ(t�) · · ·)ととればよい． �

4

定義 1 (db項) M を λ項とする．M を表す db項は (φ(M))[[x1 �→ 1]] · · · [[xn �→ n]] として与えられる．こ
こで x1, . . . , xnはM の自由変数である．

φ(x) ≡ x

φ(MN) ≡ @(φ(M), φ(N))
φ(λx.M) ≡ λ(φ(M)[[x �→ 1]])

ここで [[ ]]は de Bruijn記法のための次のような変数の置き換えを表している．

x[[y �→ n]] ≡

{
n x = y のとき
x それ以外

m[[y �→ n]] ≡ m

(@(s, t))[[y �→ n]] ≡ @(s[[y �→ n]], t[[y �→ n]])
(λ.(s))[[y �→ n]] ≡ λ(s[[y �→ n+ 1]]) �

次の例のように λ項は db項に変換される．

φ(λxy.xy) ≡ λ(λ(@(2, 1)))
(φ(λx.f(yx)x))[[y �→ 1]] ≡ λ(@(@(f,@(2, 1)), 1))

ここで λx.f(yx)xの自由変数 yは db項への変換で自由変数 1が割り当てられている．yは λxの内側に出
現するため，得られた db項 λ(@(@(f,@(2, 1)), 1))では 2として出現している．

定義 2 (db項の代入) db項 sの自由変数 n1, n2, . . .それぞれに db項 t1, t2, . . .を代入する sσを次のよう
に定義する [1]．ここで σ = {{n1 �→ t1, n2 �→ t2, . . .}}とする．

(@(s1, s2))σ ≡ @(s1σ, s2σ)
(λ(s1))σ ≡ λ(s1σ̃)

mσ ≡

{
t m �→ t ∈ σ のとき
m m �→ t �∈ σ のとき

このとき σ̃ = {{n1 + 1 �→ U1
0 (t1), n2 + 1 �→ U1

0 (t2), . . .}}とし，Un
i ( )は以下で定義されるアップデート関数

である．
Un

i (@(s1, s2)) ≡ @(Un
i (s1),Un

i (s2))
Un

i (λ(s1)) ≡ λ(Un
i+1(s1))

Un
i (m) ≡

{
m+ n m > i のとき
m m ≤ i のとき

�

直観的には U1
0 (s)は sの自由変数に 1を加えて得られる db項を表す．

λ適用によるβ変換は@(λ(s), t) →β U−1
0 (s{{1 �→ U1

0 (t)}})で表される．例えば，λ項のβ変換λz.((λxy.xz)(λx.z)) →β

λz.(λy.((λx.z)z)) に対応した db項の β 変換は次のようになる．

λ(@(λ(λ(@(2, 3))), λ(2))) →β λ(U−1
0 ((λ(@(2, 3))){{1 �→ U1

0 (λ(2))}}))
≡ λ(λ(@(λ(3), 2)))

η拡大は sが λを先頭に持たず，かつ基本型でないときに sを λ(@(U1
0 (s), 1)に置き換える操作である．

β簡約できない db項を β正規形，η拡大できない db項を η拡大形という．また，β簡約，η拡大のどち
らもできない db項を βη拡大正規形といい，これを正規化項と呼ぶ．sの正規化項を s ↓と書く．どの db
項も唯一の正規化項を持つ．db項の計算は βη拡大正規形の上で議論を行うことを前提とする．そのため，
λ項では η拡大形は β変換について閉じていることがわかっているので，β変換のみに注意して議論を行う．

db項の代入は次の性質を持つ．

補題 1 s ≡ @(· · ·@(l, n1), · · · , nm)かつ l > max{n1, . . . , nm}であるとする．このとき，任意の db項 tに
対して t ≡ s{{l �→ s�}} ↓かつ n1から nmのいずれも自由変数に持たない db項 s�が存在する．

証明 t� ≡ t{{n1 �→ 1, . . . , nm �→ m}}とし，s� ≡ λ(· · ·λ(t�) · · ·)ととればよい． �

4

定義 1 (db項) M を λ項とする．M を表す db項は (φ(M))[[x1 �→ 1]] · · · [[xn �→ n]] として与えられる．こ
こで x1, . . . , xnはM の自由変数である．

φ(x) ≡ x

φ(MN) ≡ @(φ(M), φ(N))
φ(λx.M) ≡ λ(φ(M)[[x �→ 1]])

ここで [[ ]]は de Bruijn記法のための次のような変数の置き換えを表している．

x[[y �→ n]] ≡

{
n x = y のとき
x それ以外

m[[y �→ n]] ≡ m

(@(s, t))[[y �→ n]] ≡ @(s[[y �→ n]], t[[y �→ n]])
(λ.(s))[[y �→ n]] ≡ λ(s[[y �→ n+ 1]]) �

次の例のように λ項は db項に変換される．

φ(λxy.xy) ≡ λ(λ(@(2, 1)))
(φ(λx.f(yx)x))[[y �→ 1]] ≡ λ(@(@(f,@(2, 1)), 1))

ここで λx.f(yx)xの自由変数 yは db項への変換で自由変数 1が割り当てられている．yは λxの内側に出
現するため，得られた db項 λ(@(@(f,@(2, 1)), 1))では 2として出現している．

定義 2 (db項の代入) db項 sの自由変数 n1, n2, . . .それぞれに db項 t1, t2, . . .を代入する sσを次のよう
に定義する [1]．ここで σ = {{n1 �→ t1, n2 �→ t2, . . .}}とする．

(@(s1, s2))σ ≡ @(s1σ, s2σ)
(λ(s1))σ ≡ λ(s1σ̃)

mσ ≡

{
t m �→ t ∈ σ のとき
m m �→ t �∈ σ のとき

このとき σ̃ = {{n1 + 1 �→ U1
0 (t1), n2 + 1 �→ U1

0 (t2), . . .}}とし，Un
i ( )は以下で定義されるアップデート関数

である．
Un

i (@(s1, s2)) ≡ @(Un
i (s1),Un

i (s2))
Un

i (λ(s1)) ≡ λ(Un
i+1(s1))

Un
i (m) ≡

{
m+ n m > i のとき
m m ≤ i のとき

�

直観的には U1
0 (s)は sの自由変数に 1を加えて得られる db項を表す．

λ適用によるβ変換は@(λ(s), t) →β U−1
0 (s{{1 �→ U1

0 (t)}})で表される．例えば，λ項のβ変換λz.((λxy.xz)(λx.z)) →β

λz.(λy.((λx.z)z)) に対応した db項の β 変換は次のようになる．

λ(@(λ(λ(@(2, 3))), λ(2))) →β λ(U−1
0 ((λ(@(2, 3))){{1 �→ U1

0 (λ(2))}}))
≡ λ(λ(@(λ(3), 2)))

η拡大は sが λを先頭に持たず，かつ基本型でないときに sを λ(@(U1
0 (s), 1)に置き換える操作である．

β簡約できない db項を β正規形，η拡大できない db項を η拡大形という．また，β簡約，η拡大のどち
らもできない db項を βη拡大正規形といい，これを正規化項と呼ぶ．sの正規化項を s ↓と書く．どの db
項も唯一の正規化項を持つ．db項の計算は βη拡大正規形の上で議論を行うことを前提とする．そのため，
λ項では η拡大形は β変換について閉じていることがわかっているので，β変換のみに注意して議論を行う．

db項の代入は次の性質を持つ．

補題 1 s ≡ @(· · ·@(l, n1), · · · , nm)かつ l > max{n1, . . . , nm}であるとする．このとき，任意の db項 tに
対して t ≡ s{{l �→ s�}} ↓かつ n1から nmのいずれも自由変数に持たない db項 s�が存在する．

証明 t� ≡ t{{n1 �→ 1, . . . , nm �→ m}}とし，s� ≡ λ(· · ·λ(t�) · · ·)ととればよい． �

4

定義 1 (db項) M を λ項とする．M を表す db項は (φ(M))[[x1 �→ 1]] · · · [[xn �→ n]] として与えられる．こ
こで x1, . . . , xnはM の自由変数である．

φ(x) ≡ x

φ(MN) ≡ @(φ(M), φ(N))
φ(λx.M) ≡ λ(φ(M)[[x �→ 1]])

ここで [[ ]]は de Bruijn記法のための次のような変数の置き換えを表している．

x[[y �→ n]] ≡

{
n x = y のとき
x それ以外

m[[y �→ n]] ≡ m

(@(s, t))[[y �→ n]] ≡ @(s[[y �→ n]], t[[y �→ n]])
(λ.(s))[[y �→ n]] ≡ λ(s[[y �→ n+ 1]]) �

次の例のように λ項は db項に変換される．

φ(λxy.xy) ≡ λ(λ(@(2, 1)))
(φ(λx.f(yx)x))[[y �→ 1]] ≡ λ(@(@(f,@(2, 1)), 1))

ここで λx.f(yx)xの自由変数 yは db項への変換で自由変数 1が割り当てられている．yは λxの内側に出
現するため，得られた db項 λ(@(@(f,@(2, 1)), 1))では 2として出現している．

定義 2 (db項の代入) db項 sの自由変数 n1, n2, . . .それぞれに db項 t1, t2, . . .を代入する sσを次のよう
に定義する [1]．ここで σ = {{n1 �→ t1, n2 �→ t2, . . .}}とする．

(@(s1, s2))σ ≡ @(s1σ, s2σ)
(λ(s1))σ ≡ λ(s1σ̃)

mσ ≡

{
t m �→ t ∈ σ のとき
m m �→ t �∈ σ のとき

このとき σ̃ = {{n1 + 1 �→ U1
0 (t1), n2 + 1 �→ U1

0 (t2), . . .}}とし，Un
i ( )は以下で定義されるアップデート関数

である．
Un

i (@(s1, s2)) ≡ @(Un
i (s1),Un

i (s2))
Un

i (λ(s1)) ≡ λ(Un
i+1(s1))

Un
i (m) ≡

{
m+ n m > i のとき
m m ≤ i のとき

�

直観的には U1
0 (s)は sの自由変数に 1を加えて得られる db項を表す．

λ適用によるβ変換は@(λ(s), t) →β U−1
0 (s{{1 �→ U1

0 (t)}})で表される．例えば，λ項のβ変換λz.((λxy.xz)(λx.z)) →β

λz.(λy.((λx.z)z)) に対応した db項の β 変換は次のようになる．

λ(@(λ(λ(@(2, 3))), λ(2))) →β λ(U−1
0 ((λ(@(2, 3))){{1 �→ U1

0 (λ(2))}}))
≡ λ(λ(@(λ(3), 2)))

η拡大は sが λを先頭に持たず，かつ基本型でないときに sを λ(@(U1
0 (s), 1)に置き換える操作である．

β簡約できない db項を β正規形，η拡大できない db項を η拡大形という．また，β簡約，η拡大のどち
らもできない db項を βη拡大正規形といい，これを正規化項と呼ぶ．sの正規化項を s ↓と書く．どの db
項も唯一の正規化項を持つ．db項の計算は βη拡大正規形の上で議論を行うことを前提とする．そのため，
λ項では η拡大形は β変換について閉じていることがわかっているので，β変換のみに注意して議論を行う．

db項の代入は次の性質を持つ．

補題 1 s ≡ @(· · ·@(l, n1), · · · , nm)かつ l > max{n1, . . . , nm}であるとする．このとき，任意の db項 tに
対して t ≡ s{{l �→ s�}} ↓かつ n1から nmのいずれも自由変数に持たない db項 s�が存在する．

証明 t� ≡ t{{n1 �→ 1, . . . , nm �→ m}}とし，s� ≡ λ(· · ·λ(t�) · · ·)ととればよい． �

4

定義 1 (db項) M を λ項とする．M を表す db項は (φ(M))[[x1 �→ 1]] · · · [[xn �→ n]] として与えられる．こ
こで x1, . . . , xnはM の自由変数である．

φ(x) ≡ x

φ(MN) ≡ @(φ(M), φ(N))
φ(λx.M) ≡ λ(φ(M)[[x �→ 1]])

ここで [[ ]]は de Bruijn記法のための次のような変数の置き換えを表している．

x[[y �→ n]] ≡

{
n x = y のとき
x それ以外

m[[y �→ n]] ≡ m

(@(s, t))[[y �→ n]] ≡ @(s[[y �→ n]], t[[y �→ n]])
(λ.(s))[[y �→ n]] ≡ λ(s[[y �→ n+ 1]]) �

次の例のように λ項は db項に変換される．

φ(λxy.xy) ≡ λ(λ(@(2, 1)))
(φ(λx.f(yx)x))[[y �→ 1]] ≡ λ(@(@(f,@(2, 1)), 1))

ここで λx.f(yx)xの自由変数 yは db項への変換で自由変数 1が割り当てられている．yは λxの内側に出
現するため，得られた db項 λ(@(@(f,@(2, 1)), 1))では 2として出現している．

定義 2 (db項の代入) db項 sの自由変数 n1, n2, . . .それぞれに db項 t1, t2, . . .を代入する sσを次のよう
に定義する [1]．ここで σ = {{n1 �→ t1, n2 �→ t2, . . .}}とする．

(@(s1, s2))σ ≡ @(s1σ, s2σ)
(λ(s1))σ ≡ λ(s1σ̃)

mσ ≡

{
t m �→ t ∈ σ のとき
m m �→ t �∈ σ のとき

このとき σ̃ = {{n1 + 1 �→ U1
0 (t1), n2 + 1 �→ U1

0 (t2), . . .}}とし，Un
i ( )は以下で定義されるアップデート関数

である．
Un

i (@(s1, s2)) ≡ @(Un
i (s1),Un

i (s2))
Un

i (λ(s1)) ≡ λ(Un
i+1(s1))

Un
i (m) ≡

{
m+ n m > i のとき
m m ≤ i のとき

�

直観的には U1
0 (s)は sの自由変数に 1を加えて得られる db項を表す．

λ適用によるβ変換は@(λ(s), t) →β U−1
0 (s{{1 �→ U1

0 (t)}})で表される．例えば，λ項のβ変換λz.((λxy.xz)(λx.z)) →β

λz.(λy.((λx.z)z)) に対応した db項の β 変換は次のようになる．

λ(@(λ(λ(@(2, 3))), λ(2))) →β λ(U−1
0 ((λ(@(2, 3))){{1 �→ U1

0 (λ(2))}}))
≡ λ(λ(@(λ(3), 2)))

η拡大は sが λを先頭に持たず，かつ基本型でないときに sを λ(@(U1
0 (s), 1)に置き換える操作である．

β簡約できない db項を β正規形，η拡大できない db項を η拡大形という．また，β簡約，η拡大のどち
らもできない db項を βη拡大正規形といい，これを正規化項と呼ぶ．sの正規化項を s ↓と書く．どの db
項も唯一の正規化項を持つ．db項の計算は βη拡大正規形の上で議論を行うことを前提とする．そのため，
λ項では η拡大形は β変換について閉じていることがわかっているので，β変換のみに注意して議論を行う．

db項の代入は次の性質を持つ．

補題 1 s ≡ @(· · ·@(l, n1), · · · , nm)かつ l > max{n1, . . . , nm}であるとする．このとき，任意の db項 tに
対して t ≡ s{{l �→ s�}} ↓かつ n1から nmのいずれも自由変数に持たない db項 s�が存在する．

証明 t� ≡ t{{n1 �→ 1, . . . , nm �→ m}}とし，s� ≡ λ(· · ·λ(t�) · · ·)ととればよい． �

4

定義 1 (db項) M を λ項とする．M を表す db項は (φ(M))[[x1 �→ 1]] · · · [[xn �→ n]] として与えられる．こ
こで x1, . . . , xnはM の自由変数である．

φ(x) ≡ x

φ(MN) ≡ @(φ(M), φ(N))
φ(λx.M) ≡ λ(φ(M)[[x �→ 1]])

ここで [[ ]]は de Bruijn記法のための次のような変数の置き換えを表している．

x[[y �→ n]] ≡

{
n x = y のとき
x それ以外

m[[y �→ n]] ≡ m

(@(s, t))[[y �→ n]] ≡ @(s[[y �→ n]], t[[y �→ n]])
(λ.(s))[[y �→ n]] ≡ λ(s[[y �→ n+ 1]]) �

次の例のように λ項は db項に変換される．

φ(λxy.xy) ≡ λ(λ(@(2, 1)))
(φ(λx.f(yx)x))[[y �→ 1]] ≡ λ(@(@(f,@(2, 1)), 1))

ここで λx.f(yx)xの自由変数 yは db項への変換で自由変数 1が割り当てられている．yは λxの内側に出
現するため，得られた db項 λ(@(@(f,@(2, 1)), 1))では 2として出現している．

定義 2 (db項の代入) db項 sの自由変数 n1, n2, . . .それぞれに db項 t1, t2, . . .を代入する sσを次のよう
に定義する [1]．ここで σ = {{n1 �→ t1, n2 �→ t2, . . .}}とする．

(@(s1, s2))σ ≡ @(s1σ, s2σ)
(λ(s1))σ ≡ λ(s1σ̃)

mσ ≡

{
t m �→ t ∈ σ のとき
m m �→ t �∈ σ のとき

このとき σ̃ = {{n1 + 1 �→ U1
0 (t1), n2 + 1 �→ U1

0 (t2), . . .}}とし，Un
i ( )は以下で定義されるアップデート関数

である．
Un

i (@(s1, s2)) ≡ @(Un
i (s1),Un

i (s2))
Un

i (λ(s1)) ≡ λ(Un
i+1(s1))

Un
i (m) ≡

{
m+ n m > i のとき
m m ≤ i のとき

�

直観的には U1
0 (s)は sの自由変数に 1を加えて得られる db項を表す．

λ適用によるβ変換は@(λ(s), t) →β U−1
0 (s{{1 �→ U1

0 (t)}})で表される．例えば，λ項のβ変換λz.((λxy.xz)(λx.z)) →β

λz.(λy.((λx.z)z)) に対応した db項の β 変換は次のようになる．

λ(@(λ(λ(@(2, 3))), λ(2))) →β λ(U−1
0 ((λ(@(2, 3))){{1 �→ U1

0 (λ(2))}}))
≡ λ(λ(@(λ(3), 2)))

η拡大は sが λを先頭に持たず，かつ基本型でないときに sを λ(@(U1
0 (s), 1)に置き換える操作である．

β簡約できない db項を β正規形，η拡大できない db項を η拡大形という．また，β簡約，η拡大のどち
らもできない db項を βη拡大正規形といい，これを正規化項と呼ぶ．sの正規化項を s ↓と書く．どの db
項も唯一の正規化項を持つ．db項の計算は βη拡大正規形の上で議論を行うことを前提とする．そのため，
λ項では η拡大形は β変換について閉じていることがわかっているので，β変換のみに注意して議論を行う．

db項の代入は次の性質を持つ．

補題 1 s ≡ @(· · ·@(l, n1), · · · , nm)かつ l > max{n1, . . . , nm}であるとする．このとき，任意の db項 tに
対して t ≡ s{{l �→ s�}} ↓かつ n1から nmのいずれも自由変数に持たない db項 s�が存在する．

証明 t� ≡ t{{n1 �→ 1, . . . , nm �→ m}}とし，s� ≡ λ(· · ·λ(t�) · · ·)ととればよい． �

4

定義 1 (db項) M を λ項とする．M を表す db項は (φ(M))[[x1 �→ 1]] · · · [[xn �→ n]] として与えられる．こ
こで x1, . . . , xnはM の自由変数である．

φ(x) ≡ x

φ(MN) ≡ @(φ(M), φ(N))
φ(λx.M) ≡ λ(φ(M)[[x �→ 1]])

ここで [[ ]]は de Bruijn記法のための次のような変数の置き換えを表している．

x[[y �→ n]] ≡

{
n x = y のとき
x それ以外

m[[y �→ n]] ≡ m

(@(s, t))[[y �→ n]] ≡ @(s[[y �→ n]], t[[y �→ n]])
(λ.(s))[[y �→ n]] ≡ λ(s[[y �→ n+ 1]]) �

次の例のように λ項は db項に変換される．

φ(λxy.xy) ≡ λ(λ(@(2, 1)))
(φ(λx.f(yx)x))[[y �→ 1]] ≡ λ(@(@(f,@(2, 1)), 1))

ここで λx.f(yx)xの自由変数 yは db項への変換で自由変数 1が割り当てられている．yは λxの内側に出
現するため，得られた db項 λ(@(@(f,@(2, 1)), 1))では 2として出現している．

定義 2 (db項の代入) db項 sの自由変数 n1, n2, . . .それぞれに db項 t1, t2, . . .を代入する sσを次のよう
に定義する [1]．ここで σ = {{n1 �→ t1, n2 �→ t2, . . .}}とする．

(@(s1, s2))σ ≡ @(s1σ, s2σ)
(λ(s1))σ ≡ λ(s1σ̃)

mσ ≡

{
t m �→ t ∈ σ のとき
m m �→ t �∈ σ のとき

このとき σ̃ = {{n1 + 1 �→ U1
0 (t1), n2 + 1 �→ U1

0 (t2), . . .}}とし，Un
i ( )は以下で定義されるアップデート関数

である．
Un

i (@(s1, s2)) ≡ @(Un
i (s1),Un

i (s2))
Un

i (λ(s1)) ≡ λ(Un
i+1(s1))

Un
i (m) ≡

{
m+ n m > i のとき
m m ≤ i のとき

�

直観的には U1
0 (s)は sの自由変数に 1を加えて得られる db項を表す．

λ適用によるβ変換は@(λ(s), t) →β U−1
0 (s{{1 �→ U1

0 (t)}})で表される．例えば，λ項のβ変換λz.((λxy.xz)(λx.z)) →β

λz.(λy.((λx.z)z)) に対応した db項の β 変換は次のようになる．

λ(@(λ(λ(@(2, 3))), λ(2))) →β λ(U−1
0 ((λ(@(2, 3))){{1 �→ U1

0 (λ(2))}}))
≡ λ(λ(@(λ(3), 2)))

η拡大は sが λを先頭に持たず，かつ基本型でないときに sを λ(@(U1
0 (s), 1)に置き換える操作である．

β簡約できない db項を β正規形，η拡大できない db項を η拡大形という．また，β簡約，η拡大のどち
らもできない db項を βη拡大正規形といい，これを正規化項と呼ぶ．sの正規化項を s ↓と書く．どの db
項も唯一の正規化項を持つ．db項の計算は βη拡大正規形の上で議論を行うことを前提とする．そのため，
λ項では η拡大形は β変換について閉じていることがわかっているので，β変換のみに注意して議論を行う．

db項の代入は次の性質を持つ．

補題 1 s ≡ @(· · ·@(l, n1), · · · , nm)かつ l > max{n1, . . . , nm}であるとする．このとき，任意の db項 tに
対して t ≡ s{{l �→ s�}} ↓かつ n1から nmのいずれも自由変数に持たない db項 s�が存在する．

証明 t� ≡ t{{n1 �→ 1, . . . , nm �→ m}}とし，s� ≡ λ(· · ·λ(t�) · · ·)ととればよい． �

4

定義 1 (db項) M を λ項とする．M を表す db項は (φ(M))[[x1 �→ 1]] · · · [[xn �→ n]] として与えられる．こ
こで x1, . . . , xnはM の自由変数である．

φ(x) ≡ x

φ(MN) ≡ @(φ(M), φ(N))
φ(λx.M) ≡ λ(φ(M)[[x �→ 1]])

ここで [[ ]]は de Bruijn記法のための次のような変数の置き換えを表している．

x[[y �→ n]] ≡

{
n x = y のとき
x それ以外

m[[y �→ n]] ≡ m

(@(s, t))[[y �→ n]] ≡ @(s[[y �→ n]], t[[y �→ n]])
(λ.(s))[[y �→ n]] ≡ λ(s[[y �→ n+ 1]]) �

次の例のように λ項は db項に変換される．

φ(λxy.xy) ≡ λ(λ(@(2, 1)))
(φ(λx.f(yx)x))[[y �→ 1]] ≡ λ(@(@(f,@(2, 1)), 1))

ここで λx.f(yx)xの自由変数 yは db項への変換で自由変数 1が割り当てられている．yは λxの内側に出
現するため，得られた db項 λ(@(@(f,@(2, 1)), 1))では 2として出現している．

定義 2 (db項の代入) db項 sの自由変数 n1, n2, . . .それぞれに db項 t1, t2, . . .を代入する sσを次のよう
に定義する [1]．ここで σ = {{n1 �→ t1, n2 �→ t2, . . .}}とする．

(@(s1, s2))σ ≡ @(s1σ, s2σ)
(λ(s1))σ ≡ λ(s1σ̃)

mσ ≡

{
t m �→ t ∈ σ のとき
m m �→ t �∈ σ のとき

このとき σ̃ = {{n1 + 1 �→ U1
0 (t1), n2 + 1 �→ U1

0 (t2), . . .}}とし，Un
i ( )は以下で定義されるアップデート関数

である．
Un

i (@(s1, s2)) ≡ @(Un
i (s1),Un

i (s2))
Un

i (λ(s1)) ≡ λ(Un
i+1(s1))

Un
i (m) ≡

{
m+ n m > i のとき
m m ≤ i のとき

�

直観的には U1
0 (s)は sの自由変数に 1を加えて得られる db項を表す．

λ適用によるβ変換は@(λ(s), t) →β U−1
0 (s{{1 �→ U1

0 (t)}})で表される．例えば，λ項のβ変換λz.((λxy.xz)(λx.z)) →β

λz.(λy.((λx.z)z)) に対応した db項の β 変換は次のようになる．

λ(@(λ(λ(@(2, 3))), λ(2))) →β λ(U−1
0 ((λ(@(2, 3))){{1 �→ U1

0 (λ(2))}}))
≡ λ(λ(@(λ(3), 2)))

η拡大は sが λを先頭に持たず，かつ基本型でないときに sを λ(@(U1
0 (s), 1)に置き換える操作である．

β簡約できない db項を β正規形，η拡大できない db項を η拡大形という．また，β簡約，η拡大のどち
らもできない db項を βη拡大正規形といい，これを正規化項と呼ぶ．sの正規化項を s ↓と書く．どの db
項も唯一の正規化項を持つ．db項の計算は βη拡大正規形の上で議論を行うことを前提とする．そのため，
λ項では η拡大形は β変換について閉じていることがわかっているので，β変換のみに注意して議論を行う．

db項の代入は次の性質を持つ．

補題 1 s ≡ @(· · ·@(l, n1), · · · , nm)かつ l > max{n1, . . . , nm}であるとする．このとき，任意の db項 tに
対して t ≡ s{{l �→ s�}} ↓かつ n1から nmのいずれも自由変数に持たない db項 s�が存在する．

証明 t� ≡ t{{n1 �→ 1, . . . , nm �→ m}}とし，s� ≡ λ(· · ·λ(t�) · · ·)ととればよい． �

4

定義 1 (db項) M を λ項とする．M を表す db項は (φ(M))[[x1 �→ 1]] · · · [[xn �→ n]] として与えられる．こ
こで x1, . . . , xnはM の自由変数である．

φ(x) ≡ x

φ(MN) ≡ @(φ(M), φ(N))
φ(λx.M) ≡ λ(φ(M)[[x �→ 1]])

ここで [[ ]]は de Bruijn記法のための次のような変数の置き換えを表している．

x[[y �→ n]] ≡

{
n x = y のとき
x それ以外

m[[y �→ n]] ≡ m

(@(s, t))[[y �→ n]] ≡ @(s[[y �→ n]], t[[y �→ n]])
(λ.(s))[[y �→ n]] ≡ λ(s[[y �→ n+ 1]]) �

次の例のように λ項は db項に変換される．

φ(λxy.xy) ≡ λ(λ(@(2, 1)))
(φ(λx.f(yx)x))[[y �→ 1]] ≡ λ(@(@(f,@(2, 1)), 1))

ここで λx.f(yx)xの自由変数 yは db項への変換で自由変数 1が割り当てられている．yは λxの内側に出
現するため，得られた db項 λ(@(@(f,@(2, 1)), 1))では 2として出現している．

定義 2 (db項の代入) db項 sの自由変数 n1, n2, . . .それぞれに db項 t1, t2, . . .を代入する sσを次のよう
に定義する [1]．ここで σ = {{n1 �→ t1, n2 �→ t2, . . .}}とする．

(@(s1, s2))σ ≡ @(s1σ, s2σ)
(λ(s1))σ ≡ λ(s1σ̃)

mσ ≡

{
t m �→ t ∈ σ のとき
m m �→ t �∈ σ のとき

このとき σ̃ = {{n1 + 1 �→ U1
0 (t1), n2 + 1 �→ U1

0 (t2), . . .}}とし，Un
i ( )は以下で定義されるアップデート関数

である．
Un

i (@(s1, s2)) ≡ @(Un
i (s1),Un

i (s2))
Un

i (λ(s1)) ≡ λ(Un
i+1(s1))

Un
i (m) ≡

{
m+ n m > i のとき
m m ≤ i のとき

�

直観的には U1
0 (s)は sの自由変数に 1を加えて得られる db項を表す．

λ適用によるβ変換は@(λ(s), t) →β U−1
0 (s{{1 �→ U1

0 (t)}})で表される．例えば，λ項のβ変換λz.((λxy.xz)(λx.z)) →β

λz.(λy.((λx.z)z)) に対応した db項の β 変換は次のようになる．

λ(@(λ(λ(@(2, 3))), λ(2))) →β λ(U−1
0 ((λ(@(2, 3))){{1 �→ U1

0 (λ(2))}}))
≡ λ(λ(@(λ(3), 2)))

η拡大は sが λを先頭に持たず，かつ基本型でないときに sを λ(@(U1
0 (s), 1)に置き換える操作である．

β簡約できない db項を β正規形，η拡大できない db項を η拡大形という．また，β簡約，η拡大のどち
らもできない db項を βη拡大正規形といい，これを正規化項と呼ぶ．sの正規化項を s ↓と書く．どの db
項も唯一の正規化項を持つ．db項の計算は βη拡大正規形の上で議論を行うことを前提とする．そのため，
λ項では η拡大形は β変換について閉じていることがわかっているので，β変換のみに注意して議論を行う．

db項の代入は次の性質を持つ．

補題 1 s ≡ @(· · ·@(l, n1), · · · , nm)かつ l > max{n1, . . . , nm}であるとする．このとき，任意の db項 tに
対して t ≡ s{{l �→ s�}} ↓かつ n1から nmのいずれも自由変数に持たない db項 s�が存在する．

証明 t� ≡ t{{n1 �→ 1, . . . , nm �→ m}}とし，s� ≡ λ(· · ·λ(t�) · · ·)ととればよい． �
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4 高階パターンと木オートマトン

4.1 木オートマトン

Vを変数の可算無限集合，F を関数記号の有限集合とする．∀f ∈ F はアリティを持ち，arity(f)で表さ
れる．このとき V の変数と F の関数記号から構成される一階項 (単に項ともいう)の集合を T (F ,V)で表
す．自然数列 uで表される項 tの位置について t|uにより位置 uでの部分項を表す．文脈 C の位置 uの穴
を項 tで置き換えて得られる項を C[t]uで表す．uは省略することがある．二つの項が同一であることを ≡
を使って表す．

定義 3 (木オートマトン) 木オートマトンは A = �Q,F , Qf , δ� で表され，Qは状態の有限集合，Fはシグ
ニチャで Q ∩ F = ∅を満たし，Qf (⊆ Q)は最終状態の集合である．δは遷移規則の集合を表し，遷移規則
は次の形をしている．f(q1, . . . , qn) → q ただし q1, . . . , qn, q ∈ Q, f ∈ F , arity(f) = n �

特に左辺が同一な遷移規則が複数存在しないとき，決定的であるという．ここで C[ ]を文脈としたとき，木
オートマトンの T (Q ∪ F) 上の遷移関係→Aは次のように定義される．

f(q1, . . . , qn) → q ∈ δ のとき，C[f(q1, . . . , qn)] →A C[q]

→∗
Aは→Aの反射的推移的閉包を表す．
項 tが木オートマトン Aに受理される，つまり t ∈ L(A)となるのは遷移関係→Aによって表される次の

ときである．
∀t ∈ T (F), t ∈ L(A) iff t→∗

A q ∈ Qf

4.2 高階パターンの受理

高階パターンの具体項を受理する木オートマトンを構築する方法を具体的に与える．sをその η正規形が
変数ではない正規化項とする．自由変数 nを持つ sの任意の基本型の部分項 @(· · ·@(@(n, t1), t2), . . . , tm)
について t1 ↓η, . . . , tm ↓ηがそれぞれ異なる束縛変数のとき sをパターンという．また，自由変数 nの引数
に nが出現する位置でのスコープにおけるすべての束縛変数を持つとき，そのパターンは fully-extended
であるという．db項で表される fully-extended パターン pの全ての出現を Occ(p)と表す．ただし，自由
変数が左端に現れる場合には，その項が fully-extendedである出現のみ Occ(p)に含まれる．

Occ(a) = {ε} a ∈ F ∪N のとき

Occ(@(s, t)) =

{
{ε} hd(@(s, t)) が自由変数のとき
{ε} ∪ {1u | u ∈ Occ(s)} ∪ {2u | u ∈ Occ(t)} それ以外

Occ(λ(s)) = {ε} ∪ {1u | u ∈ Occ(s)}

ここで，hd(p)は以下のように定義され，db項 pにおいて，@以外で最も左にある関数記号を表す．

hd(a) = a a ∈ F ∪N のとき
hd(@(s, t)) = hd(s)
hd(λ(s)) = λ

高階パターン pの具体項 pθ ↓を受理するために，木オートマトン A(p) = �Q,F , Qf , δ�を構築する．ただ
し，A(p)によって受理される具体項は，変数部分を表す自然数が，sと 0によってコーディングされている
ものとする．pを db項，Qを状態の集合Q = {q⊥, qε, q1, . . .}，Fをシグニチャ，最終状態の集合Qf = {qε}
とし，kを db項 pに現れるどの束縛変数より大きな自然数に定める．このときパターン pの出現 u ∈ Occ(p)
に対して遷移規則の集合 δを以下で生成される遷移規則からなる集合とする．

(1) 任意の u ∈ Occ(p)について，

5
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次のときである。
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す．自然数列 uで表される項 tの位置について t|uにより位置 uでの部分項を表す．文脈 C の位置 uの穴
を項 tで置き換えて得られる項を C[t]uで表す．uは省略することがある．二つの項が同一であることを ≡
を使って表す．

定義 3 (木オートマトン) 木オートマトンは A = �Q,F , Qf , δ� で表され，Qは状態の有限集合，Fはシグ
ニチャで Q ∩ F = ∅を満たし，Qf (⊆ Q)は最終状態の集合である．δは遷移規則の集合を表し，遷移規則
は次の形をしている．f(q1, . . . , qn) → q ただし q1, . . . , qn, q ∈ Q, f ∈ F , arity(f) = n �

特に左辺が同一な遷移規則が複数存在しないとき，決定的であるという．ここで C[ ]を文脈としたとき，木
オートマトンの T (Q ∪ F) 上の遷移関係→Aは次のように定義される．

f(q1, . . . , qn) → q ∈ δ のとき，C[f(q1, . . . , qn)] →A C[q]

→∗
Aは→Aの反射的推移的閉包を表す．
項 tが木オートマトン Aに受理される，つまり t ∈ L(A)となるのは遷移関係→Aによって表される次の

ときである．
∀t ∈ T (F), t ∈ L(A) iff t→∗

A q ∈ Qf

4.2 高階パターンの受理

高階パターンの具体項を受理する木オートマトンを構築する方法を具体的に与える．sをその η正規形が
変数ではない正規化項とする．自由変数 nを持つ sの任意の基本型の部分項 @(· · ·@(@(n, t1), t2), . . . , tm)
について t1 ↓η, . . . , tm ↓ηがそれぞれ異なる束縛変数のとき sをパターンという．また，自由変数 nの引数
に nが出現する位置でのスコープにおけるすべての束縛変数を持つとき，そのパターンは fully-extended
であるという．db項で表される fully-extended パターン pの全ての出現を Occ(p)と表す．ただし，自由
変数が左端に現れる場合には，その項が fully-extendedである出現のみ Occ(p)に含まれる．

Occ(a) = {ε} a ∈ F ∪N のとき

Occ(@(s, t)) =

{
{ε} hd(@(s, t)) が自由変数のとき
{ε} ∪ {1u | u ∈ Occ(s)} ∪ {2u | u ∈ Occ(t)} それ以外

Occ(λ(s)) = {ε} ∪ {1u | u ∈ Occ(s)}

ここで，hd(p)は以下のように定義され，db項 pにおいて，@以外で最も左にある関数記号を表す．

hd(a) = a a ∈ F ∪N のとき
hd(@(s, t)) = hd(s)
hd(λ(s)) = λ

高階パターン pの具体項 pθ ↓を受理するために，木オートマトン A(p) = �Q,F , Qf , δ�を構築する．ただ
し，A(p)によって受理される具体項は，変数部分を表す自然数が，sと 0によってコーディングされている
ものとする．pを db項，Qを状態の集合Q = {q⊥, qε, q1, . . .}，Fをシグニチャ，最終状態の集合Qf = {qε}
とし，kを db項 pに現れるどの束縛変数より大きな自然数に定める．このときパターン pの出現 u ∈ Occ(p)
に対して遷移規則の集合 δを以下で生成される遷移規則からなる集合とする．

(1) 任意の u ∈ Occ(p)について，
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(1-1) p|u ≡ @(@(· · ·@(n, t1), . . . , tm−1), tm) (0 ≤ m)で，nが pの自由変数のとき1，q⊥ → qu

(1-2) それ以外のとき，

(1-2-1) p|u ≡ a ∈ F のとき，a→ qu

(1-2-2) p|u ≡ n ∈ N のとき，qvn → qu

(1-2-3) p|u ≡ @(s, t)のとき，@(qu1, qu2) → qu

(1-2-4) p|u ≡ λ(s)のとき，λ(qu1) → qu

(2) 任意の a ∈ F について，a→ q⊥

(3) 任意の n ∈ {1, . . . , k}について，qvn → q⊥

(4) 任意の n ∈ {1, . . . , k}について，s(qvn−1) → qvn

(5) s(q⊥) → q⊥

(6) λ(q⊥) → q⊥

(7) @(q⊥, q⊥) → q⊥

(8) 0 → qv0

ここで，s, 0は F に現れない関数記号とし，アリティはそれぞれ 1と 0である．

補題 2 db項 pを線形な fully-extendedパターンとする．このとき，pから生成された木オートマトン A(p)
について，L(A(p)) = {pθ ↓| θ は代入 }が成り立つ．すなわち，高階パターンの具体項は木オートマトン
で受理可能である．

証明 まず，L(A) ⊇ {pθ ↓| θは代入 }となることを示す．具体的には pの出現 u ∈ Occ(p)として，p|uの構
造に関する帰納法で (p|u)θ ↓→∗

A quとなることを証明する．最初に ∀u ∈ Occ(p)に対して，(p|u)θ ↓→∗
A q⊥

となることは定義より明らかである．

• p|u ≡ @(@(· · ·@(n, t1), . . . , tm−1), tm)かつ nが自由変数の場合，q⊥ → qu ∈ δが存在する．よって
(p|u)θ ↓→∗

A q⊥ →A qu．

• それ以外の場合，

– p|u ≡ a ∈ F ∪N の場合，遷移規則 a→ qu ∈ δが存在する．このとき，(p|u)θ ↓≡ a→A qu．

– p|u ≡ λ(pu1) の場合，λ(qu1) → qu ∈ δ が存在する．帰納法の仮定 (p|u1)θ̃ ↓→∗
A qu1 より，

(p|u)θ ↓≡ λ((p|u1)θ̃ ↓) →∗
A λ(qu1) →A qu．

– p|u ≡ @(s, t)の場合，@(qu1, qu2) → qu ∈ δが存在する．(p|u)θ ↓≡ @(sθ ↓, tθ ↓)と表すこと
ができる．ここで帰納法の仮定 (p|u1)θ ↓≡ sθ ↓→∗

A qu1 および (p|u2)θ ↓≡ tθ ↓→∗
A qu2 より，

(p|u)θ ↓≡ @(sθ ↓, tθ ↓) →∗
A @(qu1, qu2) →A qu．

次に L(A) ⊆ {pθ ↓| θ は代入 }であることを示すために，任意の db項 tについて t →n
A quならば ∃θ, t ≡

(p|u)θ ↓かつ θは uにおける束縛変数に代入しないことを nに関する帰納法により証明する．

• t →n−1
A q⊥ →A quの場合，p|u ≡ @(@(· · ·@(l, t1), . . . , tm−1), tm)かつ nが自由変数．このとき，p

が fully-extendedなので，各 tiは変数であり，l > max{t1, . . . , tm}．よって補題 1より成立する．

• t →n−1
A @(qu1, qu2) → quの場合，p|u ≡ @(p|u1, p|u2)かつ t = @(t1, t2)である．帰納法の仮定より，

∃θ1, θ2, t1 ≡ (p|u1)θ1 ↓かつ t2 ≡ (p|u2)θ2 ↓．pが線形なので，θ = θ1 ∪ θ2とすると，t ≡ @(t1, t2) ≡
@(p|u1, p|u2)θ ↓≡ (p|u)θ ↓．

1このとき，pがパターンなので t1, . . . , tm は自然数である．また特に m = 0のときは p|u = nである．
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• t ≡ a→A quの場合，p|u ≡ a ∈ F ∪N であり，θ = {{ }}ととればよい．

• t→n−1
A λ(qu1) → quの場合，p|u ≡ λ(p|u1)かつ t ≡ λ(s)である．帰納法の仮定より，∃θ, s ≡ (p|u1)θ ↓

かつ θは 1に代入しない．また，∃θ�, θ̃� = θである．よって t ≡ λ(s) ≡ λ((p|u1)θ) ↓≡ (p|u)θ� ↓． �

補題 3 db項 pを線形な fully-extendedパターンとする．このとき，pの具体項を部分項に持つ db項の集合
を受理する木オートマトンが存在する．

証明 A(p)に次の規則を加えた木オートマトン A(p)�は C[pθ ↓]を受理する．これは，A(p)�の生成規則お
よび補題 2よりあきらか．

λ(qε) → qε

@(qε, q⊥) → qε

@(q⊥, qε) → qε �

定理 1 Rを高階書換え系とする．Rで書換え可能な項の集合を受理する木オートマトンを作ることがで
きる．

証明 補題 3および木オートマトンが和集合について閉じていることより成り立つ． �

5 書換えの近似と決定問題
高階書換え系の書換え関係→∗

Rは項書換え系と同様，一般的には決定不能なので，その書換えが必須書
換えであるかは決定不可能である．そこで，文献 [6]と同様な手法により補題 2と定理 2から，近似による
書換えを用いた決定可能性の十分条件を得る．

5.1 GTT

GTT(Ground Tree Transducer)[4]は木の上の関係を表す一方法である．書換え計算における書換え関係
を GTTで定義できれば GTTの性質 (以下の定理 2)から，書換え関係の反射推移閉包を認識することがで
きる．

定義 4 (GTT) GTTは，同じアルファベット上の 2つの木オートマトンの組で表される．それぞれの状態
の集合は同じ要素を含む場合がある．また，(t, t�)という組が GTT (A1, A2)によって認識されるのは，文脈
Cが存在して t = C[t1, . . . , tn], t� = C[t�1, . . . , t

�
n]となり，状態 q1, . . . , qnが両方のオートマトンに存在して

すべての iで ti →∗
A1
qiかつ t�i →∗

A2
qiとなるときである．GTT (A1, A2)に受理される言語を L(A1, A2)と

書く． �

補題 4 両辺に共通変数を持たない両辺がパターンである高階書換え系に対して，書換え規則の両辺の具体
項をそれぞれ受理する 2つの木オートマトンを与えると，それによって構成されるGTTはその規則による
書換え関係を認識する．

証明 具体的に GTTを構成する方法を示す．高階書換え系R = {l1 � r1, . . . , ln � rn}とする．また liの具
体項を受理する木オートマトンを Ai，riの具体項を受理する木オートマトンを Biとし，各 Ai 間と各 Bi

間に共通状態がないものとする．このとき求める GTTは，GTT (
∪

iAi,
∪

iBi)である． �
また，次の定理 [3]により GTTは書換え関係の反射推移閉包を認識することができる．

定理 2 関係 R ⊆ T (F)2が認識可能であるとき，その逆 R−1，推移閉包 R∗ も認識可能である．また，L
が T (F)の認識可能な部分集合であるとき，R[L] = {s | sRt ∃t ∈ L} も認識可能である． �

この定理により，近似による書換えの必須書換えを決定することができ，高階書換え系の決定可能問題の
十分条件を与えることができた．
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十分条件を与えることができた．
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□

(1-1) p|u ≡ @(@(· · ·@(n, t1), . . . , tm−1), tm) (0 ≤ m)で，nが pの自由変数のとき1，q⊥ → qu

(1-2) それ以外のとき，

(1-2-1) p|u ≡ a ∈ F のとき，a→ qu

(1-2-2) p|u ≡ n ∈ N のとき，qvn → qu

(1-2-3) p|u ≡ @(s, t)のとき，@(qu1, qu2) → qu

(1-2-4) p|u ≡ λ(s)のとき，λ(qu1) → qu

(2) 任意の a ∈ F について，a→ q⊥

(3) 任意の n ∈ {1, . . . , k}について，qvn → q⊥

(4) 任意の n ∈ {1, . . . , k}について，s(qvn−1) → qvn

(5) s(q⊥) → q⊥

(6) λ(q⊥) → q⊥

(7) @(q⊥, q⊥) → q⊥

(8) 0 → qv0

ここで，s, 0は F に現れない関数記号とし，アリティはそれぞれ 1と 0である．

補題 2 db項 pを線形な fully-extendedパターンとする．このとき，pから生成された木オートマトン A(p)
について，L(A(p)) = {pθ ↓| θ は代入 }が成り立つ．すなわち，高階パターンの具体項は木オートマトン
で受理可能である．

証明 まず，L(A) ⊇ {pθ ↓| θは代入 }となることを示す．具体的には pの出現 u ∈ Occ(p)として，p|uの構
造に関する帰納法で (p|u)θ ↓→∗

A quとなることを証明する．最初に ∀u ∈ Occ(p)に対して，(p|u)θ ↓→∗
A q⊥

となることは定義より明らかである．

• p|u ≡ @(@(· · ·@(n, t1), . . . , tm−1), tm)かつ nが自由変数の場合，q⊥ → qu ∈ δが存在する．よって
(p|u)θ ↓→∗

A q⊥ →A qu．

• それ以外の場合，

– p|u ≡ a ∈ F ∪N の場合，遷移規則 a→ qu ∈ δが存在する．このとき，(p|u)θ ↓≡ a→A qu．

– p|u ≡ λ(pu1) の場合，λ(qu1) → qu ∈ δ が存在する．帰納法の仮定 (p|u1)θ̃ ↓→∗
A qu1 より，

(p|u)θ ↓≡ λ((p|u1)θ̃ ↓) →∗
A λ(qu1) →A qu．

– p|u ≡ @(s, t)の場合，@(qu1, qu2) → qu ∈ δが存在する．(p|u)θ ↓≡ @(sθ ↓, tθ ↓)と表すこと
ができる．ここで帰納法の仮定 (p|u1)θ ↓≡ sθ ↓→∗

A qu1 および (p|u2)θ ↓≡ tθ ↓→∗
A qu2 より，

(p|u)θ ↓≡ @(sθ ↓, tθ ↓) →∗
A @(qu1, qu2) →A qu．

次に L(A) ⊆ {pθ ↓| θ は代入 }であることを示すために，任意の db項 tについて t →n
A quならば ∃θ, t ≡

(p|u)θ ↓かつ θは uにおける束縛変数に代入しないことを nに関する帰納法により証明する．

• t →n−1
A q⊥ →A quの場合，p|u ≡ @(@(· · ·@(l, t1), . . . , tm−1), tm)かつ nが自由変数．このとき，p

が fully-extendedなので，各 tiは変数であり，l > max{t1, . . . , tm}．よって補題 1より成立する．

• t →n−1
A @(qu1, qu2) → quの場合，p|u ≡ @(p|u1, p|u2)かつ t = @(t1, t2)である．帰納法の仮定より，

∃θ1, θ2, t1 ≡ (p|u1)θ1 ↓かつ t2 ≡ (p|u2)θ2 ↓．pが線形なので，θ = θ1 ∪ θ2とすると，t ≡ @(t1, t2) ≡
@(p|u1, p|u2)θ ↓≡ (p|u)θ ↓．

1このとき，pがパターンなので t1, . . . , tm は自然数である．また特に m = 0のときは p|u = nである．

6

。

(1-1) p|u ≡ @(@(· · ·@(n, t1), . . . , tm−1), tm) (0 ≤ m)で，nが pの自由変数のとき1，q⊥ → qu

(1-2) それ以外のとき，

(1-2-1) p|u ≡ a ∈ F のとき，a→ qu

(1-2-2) p|u ≡ n ∈ N のとき，qvn → qu

(1-2-3) p|u ≡ @(s, t)のとき，@(qu1, qu2) → qu

(1-2-4) p|u ≡ λ(s)のとき，λ(qu1) → qu

(2) 任意の a ∈ F について，a→ q⊥

(3) 任意の n ∈ {1, . . . , k}について，qvn → q⊥

(4) 任意の n ∈ {1, . . . , k}について，s(qvn−1) → qvn

(5) s(q⊥) → q⊥

(6) λ(q⊥) → q⊥

(7) @(q⊥, q⊥) → q⊥

(8) 0 → qv0

ここで，s, 0は F に現れない関数記号とし，アリティはそれぞれ 1と 0である．

補題 2 db項 pを線形な fully-extendedパターンとする．このとき，pから生成された木オートマトン A(p)
について，L(A(p)) = {pθ ↓| θ は代入 }が成り立つ．すなわち，高階パターンの具体項は木オートマトン
で受理可能である．

証明 まず，L(A) ⊇ {pθ ↓| θは代入 }となることを示す．具体的には pの出現 u ∈ Occ(p)として，p|uの構
造に関する帰納法で (p|u)θ ↓→∗

A quとなることを証明する．最初に ∀u ∈ Occ(p)に対して，(p|u)θ ↓→∗
A q⊥

となることは定義より明らかである．

• p|u ≡ @(@(· · ·@(n, t1), . . . , tm−1), tm)かつ nが自由変数の場合，q⊥ → qu ∈ δが存在する．よって
(p|u)θ ↓→∗

A q⊥ →A qu．

• それ以外の場合，

– p|u ≡ a ∈ F ∪N の場合，遷移規則 a→ qu ∈ δが存在する．このとき，(p|u)θ ↓≡ a→A qu．

– p|u ≡ λ(pu1) の場合，λ(qu1) → qu ∈ δ が存在する．帰納法の仮定 (p|u1)θ̃ ↓→∗
A qu1 より，

(p|u)θ ↓≡ λ((p|u1)θ̃ ↓) →∗
A λ(qu1) →A qu．

– p|u ≡ @(s, t)の場合，@(qu1, qu2) → qu ∈ δが存在する．(p|u)θ ↓≡ @(sθ ↓, tθ ↓)と表すこと
ができる．ここで帰納法の仮定 (p|u1)θ ↓≡ sθ ↓→∗

A qu1 および (p|u2)θ ↓≡ tθ ↓→∗
A qu2 より，

(p|u)θ ↓≡ @(sθ ↓, tθ ↓) →∗
A @(qu1, qu2) →A qu．

次に L(A) ⊆ {pθ ↓| θ は代入 }であることを示すために，任意の db項 tについて t →n
A quならば ∃θ, t ≡

(p|u)θ ↓かつ θは uにおける束縛変数に代入しないことを nに関する帰納法により証明する．

• t →n−1
A q⊥ →A quの場合，p|u ≡ @(@(· · ·@(l, t1), . . . , tm−1), tm)かつ nが自由変数．このとき，p

が fully-extendedなので，各 tiは変数であり，l > max{t1, . . . , tm}．よって補題 1より成立する．

• t →n−1
A @(qu1, qu2) → quの場合，p|u ≡ @(p|u1, p|u2)かつ t = @(t1, t2)である．帰納法の仮定より，

∃θ1, θ2, t1 ≡ (p|u1)θ1 ↓かつ t2 ≡ (p|u2)θ2 ↓．pが線形なので，θ = θ1 ∪ θ2とすると，t ≡ @(t1, t2) ≡
@(p|u1, p|u2)θ ↓≡ (p|u)θ ↓．

1このとき，pがパターンなので t1, . . . , tm は自然数である．また特に m = 0のときは p|u = nである．

6

。

。
。

。
。

。

。

。

。
。 。

。
。

。

。
。



－      －52

5　書換えの近似と決定問題

高階書換え系の書換え関係→R* は項書換え系と同様，一般的には決定不能なので，その書換えが

必須書換えであるかは決定不可能である。そこで，文献[6] と同様な手法により補題2 と定理2 か

ら，近似による書換えを用いた決定可能性の十分条件を得る。

5.1 GTT

GTT(Ground Tree Transducer)[4] は木の上の関係を表す一方法である。書換え計算における書

換え関係をGTT で定義できればGTT の性質(以下の定理2) から，書換え関係の反射推移閉包を認

識することができる。

定義4 (GTT) GTTは，同じアルファベット上の2 つの木オートマトンの組で表される。それぞれの

状態の集合は同じ要素を含む場合がある。また，(t, t́ )という組がGTT(A1, A2)によって認識される

のは，文脈C が存在してt = C [t1，…, tn], t́  = C [t1́ ，…, tń ] となり，状態q1，…, qn が両方のオートマトン

に存在してすべてのiでti →A*1 qi かつtí  iでti →A*2 qi となるときである。GTT(A1,A2)に受理される言語

をL(A1,A2)と書く。 � □

補題4 両辺に共通変数を持たない両辺がパターンである高階書換え系に対して，書換え規則の両辺

の具体項をそれぞれ受理する2 つの木オートマトンを与えると，それによって構成されるGTTはそ

の規則による書換え関係を認識する。

証明 具体的にGTT を構成する方法を示す。高階書換え系R =｛l1▷r1，…, ln▷rn｝とする。またli の具

体項を受理する木オートマトンをAi，ri の具体項を受理する木オートマトンをBi とし，各Ai 間と各

Bi間に共通状態がないものとする。このとき求めるGTT は，GTT(∪i Ai;∪i Bi) である。�  □

また，次の定理[3] によりGTT は書換え関係の反射推移閉包を認識することができる。

定理2 関係R ⊆ T (F)2が認識可能であるとき，その逆R-1，推移閉包R*も認識可能である。また，L

がT (F )の認識可能な部分集合であるとき，R[L] =｛s ｜ sRt ∃t ∈L｝も認識可能である。�  □

この定理により，近似による書換えの必須書換えを決定することができ，高階書換え系の決定可

能問題の十分条件を与えることができた。

6　おわりに

本論文では高階書換え系における頭必須書換えの決定性について議論することを目的として，高

階パターンをde Bruijn 項で表し，その具体項を受理する木オートマトンを構築する方法を示し，

構築した木オートマトンにより高階書換え系のリデックスを受理することを示した。さらにGTT

が高階書換え系の書換え関係を認識することを示し，GTT を利用して高階書換え系における必須

書換えの決定可能性を議論して，近似を用いて高階書換え系のリデックスが必須リデックスである

かどうか決定可能となる十分条件を示した。木オートマトンの実行の観点から頭必須書換えの効率

的実行の実現を行い，さらに本手法の適用可能な範囲を明確にすることが今後の課題である。
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